V¥ Opgaveformulering

Isolér s i udtrykket

V Besvarelse

p= : < multiplikation med (r+s) pa begge sider

r+s
p(r+s)=4: < division med pé begge sider

r+s= % : < r trekkes fra pa begge sider

Y 36
Opgaveformulering

; Sm . ;
Bestem vaerdien af ————,ndr m=1 og n=2, og reducér

V Besvarelse
m=1 og n=2 indsattes og vi far: 25—1 =2 =0.625:
2-1°+3-12 8

Man kan reducere ved at forkorte med m i teeller og naevner og far:

Y 88

Opgaveformulering

Reducér udtrykket (p —2¢)° +4pg—(p—q)p+q).

2m” +3mn 2m* +3mn

5

2m+3n :



¥V Besvarelse
(120—261)22+4pq—(p—q)-(p+q):2= ,
p2+(2g) —2(p)-(2q) Jg4pq2- (p"—q°) : =
p t4q —4pgtadpg—p +q:=

L5 q2:

Y 105
Opgaveformulering
Isolérdi

R=2P
m-d

V Besvarelse

R= i% -/ : < Multiplicer med d"2 pé begge sider

n-d
R-d*= 4pl : < Divider med R pé begge sider
T
d= iR%l : <> Kvadratrod pa begge sider (2 losninger)

| 4pl
=+ ——
__d_ Rrm

¥ 120

Opgaveformulering

Reducér udtrykket (a+3b)* +b(a —9b)—Tab.

V Besvarelse

(a+3b)°+bla—9b)—Tab:=
P+(30)*+2-(a) (3b) +b-a—b-(9b) —Tab: =
@ +9b>+6ab+ab—9b> —Tab:=

2.
a .

151



Opgaveformulering

Reducér udtrykket (a+2b)° —(a +2b)(a+b).

V Besvarelse

(@a+2b)—(a+2b)-(a+bh):=
A+ 22 +2(a)2b)-(d®+ab+2ba+2b%) : =

a2+4b2+4ab—a2—3ab—2b2:=
2b%+ab:

Y 167
Opgaveformulering

Los ligningen x* +x—12=0.

Besvarelse
Jeg ved at reddernes produkt giver c=-12 og at deres sum giver -b=-1.

Pa den baggrund kan jeg gette at roderne er 3 og -4.

Y 200

¥ Opgaveformulering

En bestemt affaldscontainer har form som en aben kasse. Sammenhangen mellem kassens
hejde i og kassens bredde x er 3x + & =3, mens sammenhangen mellem kassens leengde

! og kassens bredde er / =2x.

| Bestem kassens rumfang udtrykt ved x.

Y Besvarelse



kassens bredde er x
kassens leengde er 1= 2x
kassens hgjde findes ved d at isolere h i 3x+h=3 <h=3-3x

Rumfanget er produktet af de tre: x-/-h=x-2 x- (3 —3 x) =2x2(3 —3x)=6 (x2 —x3) .

Y 209

Opgaveformulering

Reducér udtrykket (a —b)* +2a(a +b) —b’.

Besvarelse
(a—b)Y+2ala+b)—b*:=
a2+b2—2ab+2a2+2ab—b2:=
3a2:

V¥ 223

Opgaveformulering

Reducér udtrykket (a —b)(a+b)—2a” +b*.

Besvarelse
(a—b)(a+b) —2d°+b: <
az—b2—2a2+b2:=

2,
-a

VY 226

Opgaveformulering

Bestem tallet ¢, sa andengradsligningen 3x” — 2x + ¢ = 0 har netop én lesning.

Besvarelse

Der netop en lesning nér diskriminanten b —4ac: er.
aer 3, b er -2, det indsattes 1 ligningen der lgse mht til c:




\‘ \‘ (‘2)2_4-3-c=0©4—12c=0©4=126©c=%:

Der er netop en losning nar c er 1/3.

VY 238

Opgaveformulering

Reducér udtrykket (p+¢)’ —(p> —q°)—2pq.

Besvarelse

2 2 2
(p+q) —(p =9 )-gpq:=
p2+q +2pg—p +q —2pqg:=
29 :

Y 355

Opgaveformulering

Reducér udtrykket (p—¢q)* +2pg —q°.

Besvarelse
2 2
(120—(12) +2pg—q .= ,
p2+q —2pq+2pg—q =
L p:

Y 402

Opgaveformulering

Underseg, om x =3 er en losning til ligningen x” —9-x* +23-x—-15=0.

Besvarelse

Vi indsatter: 3° —9-3° +23-3 —15=27 —81 +69 —15=0:
Det stemmer sa x=3 ER en losning.

Y 473



Opgaveformulering
Reducér
(x+3) -25.
I Besvarelse
(x+5)2=25=x"+254+2x5—25=x>+10x=x(x + 10) :
V 489
Opgaveformulering
Reducér udtryvkket
(a+b)y-(a—b)y+b-(b+2a).
Besvarelse
(a+b)-(a—b)+b-(b+2a):=
az—b2+b2+b-2a D=
| a + 2ab :
\ 4 #2.mw
Y 90

V¥ Opgaveformulering




Pa figuren ses to parabler P og Q. Hver af parablerne er graf for en funktion af typen
f(x)=ax’ +bx+c.
(2

A

P

| Gor rede for fortegnet for @ og ¢ samt diskriminanten « for hver af de to parabler.

V Besvarelse

P har grenene opad sa a er positiv. P har ingen redder s& d er negativ.
L Q har grenene nedad sé a er negativ. Q har 2 radder sa d er positiv.

Y 104

V¥ Opgaveformulering
Bestem koordinatszattet til toppunktet for parablen med ligningen
| y=x"—6x+19.

V Besvarelse

a =1 og b=-6. Det indsattes i formlen for x-koordinaten til toppunktet: -b/2a = -(-6)/(2*1)=3.
y-koordinateten findes ved at ins@tte det funde x: y =372 - 6*3 + 19 = 10.

| L Sa toppunktets koordinater er : (3,10).

¥ 181

V¥ Opgaveformulering

| Bestem koordinatszttet til toppunktet for parablen givet ved ligningen y = 2x* —8x +3.

V Besvarelse

a =2 og b=-8. Det indsattes 1 formlen for x-koordinaten til toppunktet: -b/2a = -(-8)/(2*2)=2.
y-koordinateten findes ved at insatte det funde x: y =2*272 - §*%2 + 3 =-5.

Sa toppunktets koordinater er : (2,-5).




VY 213

V¥ Opgaveformulering

En parabel er givet ved ligningen
y=x"—2x-8.
| Bestem koordinatszttet til parablens skeringspunkter med forsteaksen.

V¥ Besvarelse
1.koordinaterne til grafens skaringer er det samme som nulpunkter/rodder.

Jeg ved at reddernes produkt giver c=-8 og at deres sum giver -b=-(-2)=2.
Pa den baggrund kan jeg geette at rederne er -2 og 4.

Radderne indsat pa hejresiden 1 ligningen skal give 0, s& det kontrolles at det stemmer, og det
gor det.

Da der sporges om koordinatsattene er det endelige svar: (-2, 0) og (4, 0).

Y 266

¥ Opgaveformulering

En parabel er graf for funktionen
p(x)=x" —10x+24.
__ Bestem forstekoordinaten til hvert af parablens skeringspunkter med forsteaksen.

V¥ Besvarelse
1.koordinaterne til grafens skaringer er det samme som nulpunkter/redder.

Jeg ved at reddernes produkt giver c=24 og at deres sum giver -b=-(-10)=10.
Pa den baggrund kan jeg gatte at de to 1 .koordinater (rederne) er 4 og 6.

Radderne indsat pa hejresiden i ligningen skal give 0, s& det kontrolles at det stemmer, og det
| gor det.

Y 296

T Opgaveformulering



En parabel er graf for en funktion med forskriften f(x)=2x" —8x+15.

__ Bestem koordinatszttet til parablens toppunkt.

V Besvarelse

a =2 og b=-8. Det indsattes i formlen for x-koordinaten til toppunktet: -b/2a = -(-8)/(2*2)=2.
y-koordinateten findes ved at insatte det funde x: y =2*272 - 8*2 + 15 =7.

| Sa toppunktets koordinater er : (2,7).

VY 328

¥ Opgaveformulering

P4 figuren ses en parabel, der er graf for et (‘%)
andengradspolynomium givet ved

f(x)=ax’+bx+c.

Gor rede for, at tallene a, b og ¢ er positive, samt at
andengradspolynomiets diskriminant er negativ.

> (1)

V¥ Besvarelse
Grenene vender opad altsa er a positiv.

Grafen skerer y-aksen over x-aksen dvs 1 en positiv vaerdi sa c er positiv.
Heldningen af tangenten i skaeringen med y-aksen er positiv sa b er positiv.

(Man kan ogés begrunde det med at toppunktet ligger til venstre for x-aksen sa a og b har
samme fortegn)

| Grafen skearer ikke x-aksen sé der er ingen redder, altsa er d negativ.

V¥ 420

V¥ Opgaveformulering




En parabel er graf for funktionen
fxX)=ax"+b-x+21.

Parablen har toppunkt i punktet 7'(5,—4), og den skerer forsteaksen i punkterne 4 og B.
Det oplyses, at A(3,0).

| Bestem koordinatsattet til B, og bestem tallene a og b.

V Besvarelse

En parabel er symmetrisk om toppunktet, sa rodden i B ligger lige sa langt til hgjre for
toppunkets x-koordinat, som A ligger til venstre. B ma altsa ligge i (0,7). (Da (5-3)+5="17.)

x- koordinaten til toppunktet er -b/2a. Sa i dette tilfaelde har vi -b/2a=35 <b=-10a.
Forskriften kan ved at indsette b=-10a ogsa skrives : f(x) = ax® — 10ax + 21 :

Vi ved at x-koordinaten til toppunktet indsat skal give y-koordinaten, si det indsatter vi og
loser ligningen:

a-52—10a-5 +21=-4=25a—50a+21=-4=25=25a=a=1

L b kan nu bestemmes da vi ved atb=-10a =-10*1, ber-10.

VY 431

¥ Opgaveformulering

» (1)

Pa figuren ses en parabel med ligningen
y=ax*+bx+c

_ Benyt grafen til at begrunde fortegnene for a, b og ¢ samt fortegnet for diskriminanten 4.

V¥ Besvarelse
Grenene vender opad altsa er a positiv.




Grafen skerer y-aksen over x-aksen dvs i en positiv vaerdi sa ¢ er positiv.

Haldningen af tangenten i skaringen med y-aksen er negativ sa b er negativ.
(Man kan ogés begrunde det med at toppunktet ligger til hgjre for x-aksen sa a og b har
modsat fortegn)

| L Grafen skarer ikke x-aksen sd der er ingen radder, altsa er d negativ.

VY 449

¥ Opgaveformulering
| Angiv en mulig ligning for en parabel, der har toppunkt i punktet P(4,3).

V¥ Besvarelse
x- koordinaten til toppunktet er -b/2a. Sa i dette tilfeelde har vi -b/2a =4 <b = -8a.

Jeg vaelgeratil 1, sdb er -8. En mulig ligning er sd pd formen: y =X —8x+c:.
Jeg ved at 4 indsat skal give 3, s& det indsetter jeg og leser ligningen:

3=42—844+ce3=16—32+c < c=109.

| L Sé& en mulig ligning er altsa : y =X —8x+19:.
YV #3.mw

Y53

V¥ Opgaveformulering

En ret linje / gér gennem punkterne P(1,—6) og O(—2,3).

Bestem en ligning for /, og bestem koordinatszttet til hvert af linjens skaringspunkter med
_ akserne.

V Besvarelse

Det ses af koordinaterne at ndr x falder med 3 stiger y med 9. Dvs a=-3/9=-3.
b kan findes ved: b = yl - axl1 =-6 - (-3)*1=-3.

Dvs ligningen for 1 er y=-3x-3.
Dvs linjen skarer y-aksen 1 punktet (0,-3).
Nér y =0 er vi pd x- aksen, sé jeg loser: -3x-3=0 <x=-1

Dvs linjen skarer x-aksen 1 punktet (-1,0).




L L

\ 4

\ 4

\ 4

73

¥ Opgaveformulering

Der lober vand ud af en beholder, saledes at vandmangden i beholderen som funktion af
tiden er givet ved

m(t)=—3t+85,
hvor m(t) er vandmengden i beholderen (malt i liter) til tidspunktet # (malt i minutter).
_ Gor rede for, hvad tallene 1 forskriften forteller om vandmangden 1 beholderen.

V Besvarelse
tallet 85 forteeller at der er 85 liter 1 beholderen til t=0.

_ tallet -3 forteeller at mangden af vand 1 beholderen falder med 3 liter per minut.

89

V¥ Opgaveformulering

Om en eksponentielt voksende funktion f oplyses, at f(4)=3 og f(6)=27.
_ Bestem forskriften for f.

V Besvarelse

Vi ved om en eksponentiel funktion at nar x gges med 1 bliver y ganget med a.
Det ses af koordinaterne, at nar x eges med 2 (fra 4 til 6) er y blevet ganget med 27/3 = 9.
Dvs a ma veare 3, da 3/2=9.

Nér man gér til venstre skal y divideres med a for hvert skridt.

Fra x=4 er der 4 skridt til venstre. For at na x=0 skal der dividere 4 fire gange med a som her
er 9.

Dvs nér x er 0 (og vi er pa y-aksen) er y = 3/(34) = 1/27.

S4 forskriften er L 3"

123

Opgaveformulering



Funktionen f(x)=5h-x" opfylder, at grafen for f gir gennem punkterne P(2,1) og
0(6,27) .

_ Bestem tallene a og b.

V Besvarelse

Vi ser at det drejer sig om en potensfunktion. S& ved vi at nir x ganges med en konstant kx, s
ganges y med konstanten ky = kx"a.

Fra P til Q ganges x med 6/2=3, sd kx er 3.
Fra P til Q ganges y med 27/1=27, s& ky er 27.

Indsatter v i ligningen ky = kx”a fas: 27 = 3%a. Vi ser at det stemmer for a = 3.
b kan bestemmes ved b =y1/x1%a=1/2"3=1/8. Dvs b = 1/8 = 0,125.

) .1
Forskriften er sa § -x3 :

Y 169

V¥ Opgaveformulering

I en population af bananfluer kan udviklingen i antal fluer beskrives ved modellen
N(1)=23-1,386",
hvor N(t)betegner antal fluer til tidspunktet # (mélt 1 dogn).

Gor rede for, hvad konstanterne 1 modellen fortaller om udviklingen 1 antal fluer 1
| populationen.

V Besvarelse

23 er antallet af bananfluer til tidspunktet t=0.
1,386 er den faktor antallet af fluer osges med per degn.
| L Antallet vokser med 38,6% 1 dognet. (ifelge modellen)

VY 182

V¥ Opgaveformulering

Ved levering af grus fra et bestemt byggemarked betaler kunderne 499 kr. pr. m® grus samt
et fast beleb pa 250 kr. for selve transporten.

Indfer passende variable, og opstil et udtryk, der beskriver prisen pa levering af grus som
__ funktion af det antal m’ grus, der skal leveres.

V¥ Besvarelse



x star for antallet af m”3 grus
y=p(x) star for den samlede pris pa den leverede grusmangde 1 kr.

sé forskriften bliver : p(x) =499*x + 250

VY 184

V¥ Opgaveformulering

(2)

> (1)

Figuren viser graferne for funktionerne f(x)=2", g(x)=0,5" og h(x)=1,2".
__ Gor rede for hvilken graf, der herer til hvilken funktion.

V¥ Besvarelse
Grafen for A er faldende s a i forskriften f(x)=b*a”x er mindre end 1. Dvs A er grafen for g

(x).

Graferne for B og C er begge stigende, men B stiger hurtigere end C sé a er storre i forskriften
for B end a er i forskriften for C.
Dvs B er grafen for f(x) og C er grafen for h(x).

Y 197

¥ Opgaveformulering




I en model antages det, at udviklingen i den gennemsnitlige arlige maelkeydelse pr. ko 1
Danmark i perioden 1975-2008 kan beskrives ved en funktion af typen

m(t)=1241 + 4783,

hvor m(¢) betegner den gennemsnitlige arlige malkeydelse pr. ko (malt 1 kg) 1
Danmark ¢ ar efter 1975.

Gor rede for, hvad konstanterne i modellen forteller om udviklingen i1 den gennemsnitlige
| arlige melkeydelse pr. ko 1 Danmark i perioden 1975-2008.

V Besvarelse

4783 er den gennemsnitlige arlige malkeydelse per ko 1 1975.
| L 124 forteller at den gennemsnitlige arlige melkeydelse per ko stiger med 124 kg om aret.

Y 212

V¥ Opgaveformulering

Funktionen f(x)=5b-a" optylder,at f(3)=1 og f(6)=8.
| Bestem tallene @ og b.

V Besvarelse

Vi ved om en eksponentiel funktion at ndr x eges med 1 bliver y ganget med a.
Det ses af koordinaterne, at nér x gges med 3 (fra 3 til 6) er y blevet ganget med 8/1 = 8.
Dvs a ma vare 2, da 2°3=8.

Nar man gér til venstre skal y divideres med a for hvert skridt.

Fra x=3 er der 3 skridt til venstre. For at nd x=0 skal der dividere 3 fire gange med a som her
er 8.

Dvs nér x er 0 (og vi er pa y-aksen) er y = 1/(2"3) = 1/8.

Vi har altsd a=2 og b=1/8=0,125.

Forskriften er sa %2)‘ :

Y 242

¥ Opgaveformulering




Pa figuren ses en skitse af graferne for de tre 4 4
potensfunktioner: B
f(x)=4x"
g(x) = 4x"
h(x) = 4x"*
. ) C
Angiv for hver af graferne 4, B og C, hvilken af
funktionerne £, g og h den harer til. Begrund > (1)
_ svaret.

V Besvarelse

Grafen for C er faldende sa eksponenten er negativ. Dvs forskriften for C er f(x).
Grafen for A krummer opad sé eksponenten er storre end 1. Dvs forskriften for A er g(x).
| L Grafen for B krummer nedad s& eksponenten er mindre end 1. Dvs forskriften for B er h(x).

¥ 252

¥ Opgaveformulering

12004 var det samlede elforbrug til fjernsyn i Danmark 765 GWh. I perioden 2004 — 2010
voksede elforbruget til fjernsyn i Danmark med 82 GWh pr. ar.

Indfer passende variable, og opstil en model, der beskriver udviklingen 1 elforbruget til
_fjernsyn i Danmark for perioden 2004 —2010.

V Besvarelse

t er tiden malt 1 ar efter 2004.
y=f(t) er det samlede elforbrug til fjernsyn det givne ar malt i GWh.

L Forskriften er dermed: f'(x) =827+ 765 :

V #4.mw

Der bruges amerikansk/britisk komma/punktum i Maple-matematikdelen, ellers
kontinentaleuropaisk.

Besvarelsen er lavet 1 Maple 18 med disse tilfgjelser:
with(Gym) :

Y 25

Opgaveformulering




I forbindelse med optagelse pa College 1 USA skal der aflegges en sarlig test. Resultatet
af testen angives ved et testtal. Folgende tabel angiver testtallene 1 matematik for nogle
udvalgte ar:

ar 1963 1967 1970 1974 1977
Testtal 502 492 488 480 470

Sammenhangen mellem testtallene og antal ar efter 1963 kan med god tilnermelse
beskrives ved en liner funktion f.

a) Bestem en forskrift for f.
I 1980 var testtallet i matematik 466.
b) Forklar, hvad de tal, der indgar i forskriften for f, forteller om udviklingen af

testtallene, og kommentér, hvor godt det faktiske testtal 1 1980 stemmer overens med
det testtal, som kan beregnes ved hjzlp af funktionen f.

V¥ Besvarelse
Verdierne indtastes, og Maple giver med linar regression bade den bedste funktion og grafen:

LinReg([0,4,7, 11, 14], [502, 492, 488, 480, 470])




Lineer regression
y =-2.1694 x + 502.02.

Forklaringsgrad R2 = 0.984201510619603
500+

490+

480+ +

470 7 T T T T T T T T T T T T

X
Forskriften er dermed f(x) := -2.1694 x + 502.02 :

Testallet 1 1980 ifalge modellen er: /(1980 — 1963) = 465.1402

VY 26

¥ Opgaveformulering

Ifollge modellen var testallet 1 1963 502, og testallet er efterfolgende faldet med 2,1694 per ér.

Da det viser sig at det aktuelle testalt 1 1980 er 466 rammer modellen tet pa. Afvigelsen er ca.
0,2 %, som er beskeden sammenlignet med variationen i hele perioden som er ca 6%.



I nedenstdende tabel ses bruttonationalproduktet pr. indbygger 1 USA og Kina for aret
2003. Endvidere ses den arlige veekstrate 1 bruttonationalproduktet pr. indbygger for drene
1990-2003 1 de to lande.

Bruttonationalproduktet pr. Arlig vakstrate
indbygger 1 2003 1990-2003
(US$)
USA 37562 2,1%
Kina 5003 8,5%

I det folgende forudsettes, at bruttonationalproduktet pr. indbygger 1 de to lande vil vokse
med uzndret arlig veekstrate efter 2003.

a) Bestem, hvad bruttonationalproduktet pr. indbygger vil vare 1 Kina i ar 2020.

__b) Bestem, hvornar de to lande vil have samme bruttonationalprodukt pr. indbygger.

V Besvarelse

Da der er faste vakstrater er de to funktioner der beskriver natioanproduktet over tid,
eksponetielle vaekstfunktioner.

For USA er den f(f) := 37562-1.021" = r—37562 1.021"

For Kina er den g(¢) := 5003-1.085" = t—5003 1.085'
hvor tiden t males med udgangspunkt 1 2003.

Det forventede bruttonationalprodukt i Kina 1 2020 vil vere: g(2020 —2003) =20023.31834

Det ar hvor de t? l%nde har samme n.produkt findes ved at lose ligningen:
solve for t

f(t)=g(t) ——— [[t=33.158549271]] Dvs. ca 33 ar efter 2003 altsd 1 2036.

VY 44

¥ Opgaveformulering

12005 var bevillingerne til forskning og uddannelse 1 et bestemt land 20 mia. kr. Det bliver
besluttet, at disse bevillinger skal stige med en fast drlig procent, s& de 1 2020 nar op pa 60
mia. kr.

_a) Bestem den arlige procentvise stigning i bevillingerne.

Besvarelse

Af teksten fremgér at bevillingerne ved eksponentiel veekst skal 3-dobles pa 15 éar.

Fremskrivningsfaktoren a, er dermed losning til ligningen: o =3 2 1075989625




| | Den arlige %-vise stigning skal altsd vere (1,075989-1)*100% altsé ca 7,6%.

Y 63

¥ Opgaveformulering

Sammenhangen mellem antal fuglearter og sterrelsen af den so, de lever ved, kan
beskrives ved funktionen

f(x)=b-x"", 1000< x < 64000,
hvor f(x)er antallet af fuglearter ved seen, og x er seens overfladeareal (malt i m®).

a) Bestem tallet b, ndr det oplyses, at der er 3 fuglearter ved en so med overfladeareal
1650 m’, og bestem overfladearealet af en so med 6 fuglearter.

Om to sger S, og §, gelder, at x, =10-x,, hvor x, er overfladearealet af ,, og x, er
overfaldearealet af §,. Endvidere gelder, at f(x,)=4k- f(x,).

b) Bestem £, og beskriv, hvad dette tal forteeller om antallet af fuglearter ved de to seer.

| Kilde: Kaj Sand-Jensen: Soer — en beskyttet naturtype, Gads Forlag, ISBN 87-12-03709-5.

V¥ Besvarelse
Ifolge oplysningerne under spm. a) er f(1650)=3.

solve

Denne ligning leses mht b: 5-1650"% =3 2%, 0.4707065793

Dvs b er ca. 0,47 og forskriften er: f(x) = 0.47071 Sl

solve

Overfladeareladet ved 6 fuglearter fas ved losning af: f(x) =6 —— 26399.23259
Dyvs arealet er ca 26400kvm.

For et potensfunktion gelder at nar x vokser med en fast faktor k x vil f(x) vokse med en
anden fast faktor k_y og der gelder ky =ka: .

Teksen forteller at So 2 er 10 gange storre end sg 1, s& K x er 10. aer 0,25. Sa k (der er den
samme som k_y) er 10°%° = 1.778279410

Dvs antallet af arter 1 en s¢ er ca 1,78 gange storre end 1 en sgg der er 10 gange mindre.
| Antallet af arter er dermed ca 78% hgjere.

77
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Verdens arlige [P-trafik méles i1 pentabytes. Tabellen viser verdens arlige [P-trafik for
arene 2006-2008.

Ar 2006 2007 2008

[P-trafik 50808 78924 128964

I en model antages det, at den arlige IP-trafik P (malt i pentabytes) som funktion af tiden ¢
(malt i ar efter 2006) med tilnaermelse kan beskrives ved sammenhangen

P=P-a',
hvor F, og a er tal.
a) Benyt tabellens data til at bestemme tallene F) og a.

12006 udgjorde den private arlige IP-trafik 31692 pentabytes.

b) Opstil en funktion, der beskriver udviklingen i den private arlige IP-trafik efter 2006,
nar vaeksten pr. ar er 49%, og bestem fordoblingstiden.

¥V Besvarelse

Verdierne indtastes, og Maple giver med eksponentiel regression bade den bedste funktion og
grafen:

ExpReg([0, 1,2], [50808, 78924, 128964 ])




Eksponentiel Regression
y=50381. - 1.5932"
Forklaringsgrad R = 0.99902
120000+
110000+
100000+
90000
80000 £

70000

60000 -

0 05 1 15 2

Vi kan lase at forskriften er P(¢) =50381-1.5932": og vi har: P,=50381 oga=1,5932

En veakst pd 49% giver en fremskrivningsfaktor a=1,49.
Sa modellen for den private arlige trafik er P(¢) =31692- 1.49":

1n(2 ) at 5 digits

T2=1.7382
In(1.49) 738

Fordoblingstiden er, jf. formel: T, =

Dvs fordoblingstiden er ca 1,74 Ar.

Y110

V¥ Opgaveformulering




Om en eksponentielt voksende funktion f oplyses, at
f(3)=864 og f(6)=1493.

a) Bestem en forskrift for f .

| b) Bestem fordoblingskonstanten for f.

V Besvarelse

Denne opgave kan ogsa hurtigt leses med regression, selv om der kun er 2 punkter. Vi ved si
at regressionen vil matche de to verdier eksakt.Nér der kun er to punkter kan vi imidlertid
ogsé vaelge at bruge en formel.

Vi definerer forst:

X, =

Xy =6
y, = 864
¥, = 1493

X —X
2 1)y digi
a kan nu bestemmes ved: a = _y2 —8é 7 14937 8643 —>at5 1els 1.2000
v N

y -
b kan bestemmes ved —L /26496 a5 digits
1493

a
Forskriften for f er altsé: f(x) =500-1.2":

500.00

In(2)  at5 digits
In(1.2)

Fordoblingstiden er, jf. formel: T, = T2=3.8018

| Dvs fordoblingkonstanten er ca 3,8.

Y 130
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Tabellen viser det arlige udslip at CO; for OECD-landene for en reekke ar.

Ar 1990 | 1995 | 2000 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007

CO,

. 11073 | 11575 | 12492 | 12887 | 12922 | 12865 | 13000
mio. ton

I en model antages det, at det arlige udslip af CO, (malt i mio. ton) fra OECD-landene som
funktion af antal ar efter 1990 kan beskrives ved en linezr funktion f(x).

a) Benyt tabellens data til at bestemme en forskrift for f(x).

I perioden 1990-2007 er det drlige udslip af CO, fra Kina steget med 6,0 % pr. &r. I 1990
var CO»-udslippet fra Kina 2244 mio. ton. Funktionen g(x) angiver det arlige CO,-udslip

fra Kina x ar efter 1990.

b) Bestem en forskrift for g(x), og benyt denne til at bestemme det arlige CO,-udslip fra
Kina 1 2030.

c) Benyt funktionerne f(x) og g(x)til at bestemme det arstal, hvor det arlige CO»-
udslip fra Kina overstiger det &rlige CO,-udslip fra OECD-landene.

| Kilde : hup://www.iea.org/coZhighlights/co2highlights.pdf

V¥ Besvarelse
Verdierne indtastes, og Maple giver med linar regression badde den bedste funktion og grafen:

LinReg([0, 5, 10, 14, 15, 16, 17], [ 11073, 11575, 12492, 12887, 12922, 12865, 13000])




Lineer regression
y=118.56x + 11098..

Foﬂdaﬁngsgnuiﬁg==(1970020634857169
13000:
12800:
12600:
12400:
12200:
12000:
11800:
11600:
11400:
11200:

0 2 4 6 8 10 12 14 16
X

Vi kan nu lase at frorskriften er f(7) := 118.56 ¢+ 11098 :

En vakst pd 6% giver en fremskrivningsfaktor a=1,06.
S& modellen for det arlige udslip fra Kina er g () = 2244-1.06" :

Ifelge modellen vil udslippeti 2030 vere g(2030 — 1990) =23081.15106 Dvs ca. 23081
mill. tons.

solutions for t

Vileser : f(t) =g(t) ————— > —93.52526468, 32.55546315

Den forste lasning er fortidig og kasseres, dvs Kina indhenter OECD 1 ar (1990+32,5) i lobet
af 2022

\ 4 #5.mw

Der bruges amerikansk/britisk komma/punktum i Maple-matematikdelen, ellers
kontinentaleuropisk.

Besvarelsen er lavet i Maple 18 med disse tilfojelser:

with(Student[ Calculus1]) :

with(Gym) :




VS

¥ Opgaveformulering

Kilde: Acciona-energia

Ar 1999 2000 | 2001 2002 2003 2004 | 2005 2006

Solenergi

7 11,7 15,6 22,6 32,8 49,4 68,9 116,4
(MW)

Tabellen viser for hvert af arene 1999-2006 mengden af udvundet solenergi 1 Spanien. 1
en model antages det, at den udvundne solenergi P (malt i MW) som funktion af tiden ¢
(malt i ar efter 1999) med tilnermelse kan beskrives ved sammenhangen

P=P-a',
hvor P og a er tal.

a) Benyt tabellens data til at bestemme tallene P, og a.

b) Benyt modellen til at forudsige mangden af udvundet solenergi i Spanien i ar 2008
samt til at forudsige, hvornar udvindingen af solenergi i Spanien overstiger 400 MW.

V Besvarelse

Verdierne indtastes, og Maple giver med eksponentiel regression bade den bedste funktion og
grafen:

ExpReg([0,1,2,3,4,5,6,7],[7,11.7,15.6,22.6,32.8,49.9, 68.9, 116.4])




Eksponentiel Regression
y =7.2605 - 1.4707*
Forklaringsgrad R* = 0.99664

Vi kan lese at forskriften er P(¢) = 7.2605-1.4707": og vi har: P,=7.2605 oga=1,4707

dici
Den forventede solenergi udvundet 1 2008 er P(2008 — 1999) m 23371 MW

solve

Tidspunktet hvor maengden nar 400MW bestemmes ved at lgse: P(¢) =400 ——
10.39309294

Dvs modellen forudsiger at det sker 10.4 &r efter 1999 dvsi lebet af dr 2009

Y19
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En funktion f er bestemt ved

f(x)=x"+e"+1.

| Bestem en ligning for tangenten til grafen for /i punktet (0, /(0)).

V Besvarelse

flx) =X +€&+1:
Man kan bruge Maples inbyggede funktion fra pakken Student[Calculus1]. Den er loadet 1
toppen.

y=Tangent(f(x),x=0) =y=x+2

Men opgaven er faktisk uden hjelpemidler. Manuelt md man forst differentiere:
Fx) =3 +¢

Tangentens haldning a, er den aflede 1 punktet x=0: f'( ) = 3 0% +¢'= 1
Herefter kan b bestemmes ved indsettelse 1y, — =f(0)—1-0= 0+ +1=2:

L Nu kendes bade a og b sa tangentens ligning er y =x + 2.

Y 37

Opgaveformulering

En funktion f er givet ved f(x)=x"—3x"+4.

Bestem f/(x), og bestem monotoniforholdene for f.

V¥V Besvarelse
f(x) =x —3xX +4:
f'(x) =33 —6x

f(x) er et andengradspolynomium, med positiv verdi af a, (koefficienten til andengradsleddet)
s& den har benene opad. Funktionen f er derfor voksende udenfor redderne til f'(x) og
aftagende mellem.

Vi vil derfor finde redderne. Det ses at 3x kan sattes uden for en parentes. Sa fir vi f(x)=3x
(x-2).
Heraf kan vi (via nulreglen) se at radderne er 0 og 2.

f er altsé aftagende i intervallet [0;2]
| og voksende i intervallerne ]oo;0] og [2;00[




Y 139

V¥ Opgaveformulering

En funktion f er bestemt ved

F(x)=x"+In(2x+1).

| Bestem f7(1).

V Besvarelse

4.3 2
f(x)=4x + Y+ 1
—4.13 2 _ 42
f(l)_41+2-1+1 43
Y172

¥ Opgaveformulering

Figuren viser i intervallet [—3; 6 | grafen for den afledede funktion f” for en funktion f .

(2)
A f’

> (1)

 Bestem monotoniforholdene for funktionen f 1intervallet [—3; 6 ].

Besvarelse

Funktionen er voksende der hvor f(x) er positiv, dvs der hvor grafen ovenfor ligger over x-
aksen. Omvendt nér den ligger under. Nulpunkterne for f'(x) afleses til -2, 3 og 5. Dermed kan




vi konkludere:

f(x) er voksende i intervallerne [2;3] og [5:6].
f(x) er aftagende 1 intervallerne [-3;-2] og [3;5].

Y 196

V¥ Opgaveformulering

En funktion f er givet ved

f(x)=2x"—x +3x.

__Bestem f'(x).

IBesvarelse
L ) =23 —2x4+3=6"—2x+3

Y 389

¥ Opgaveformulering

En funktion fer givet ved

f(x)=—x"+6x"+x.

 Bestem den vaerdi af x, hvor f/(x) er maksimal.

V¥ Besvarelse
Forst vinder vi den aflede funktion: f'(x) =-3 CH12x+1:

f'(x) er et andengradspolynomium med grenene opad da a er negativ.

Sa det har sit maksimum i toppunktet med x-koordinat: - b 12 2:

- L 2a  -2:3

Y 403
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En funktion f er givet ved forskriften
f(x)=5¢e"+4.
Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P(0, /(0)).
V¥ Besvarelse
Forst ma vi differentiere: f'(x) =5¢":

Tangentens haldning a, er den aflede 1 punktet x=0: '(0) =5 =5
Herefter kan b bestemmes ved indsattelse iy, —ax;: = f(0) —5-0= 5¢"+4=9

Nu kendes bade a og b sé tangentens ligning er y =5 x + 9.

Y 405

V¥ Opgaveformulering

Figuren viser graferne for de afledede funktioner af funktionerne f og g.

Qs
/4
o
r
» (1)
/

A er grafen for den afledede funktion f’, som har forskriften f'(x)=>5. B er grafen for
den afledede funktion g’, som er en lineer funktion.

Grafen for g’ gar igennem punkterne P(—4,0) og Q(0,1).

Bestem monotoniforholdene for funktionen g, og bestem forstekoordinaten til det punkt R,
hvor tangenthaldningen til grafen for f'er den samme som tangenthaldningen til grafen
for g.

Y Besvarelse



g'(x) er lineer med nulpunkt i x=-'% og den er positiv til hgjre for roden.
Sa g(x) ma aftagende i intervallet Joo;-4]
og voksende 1 intervallet [-Y2;00[

Tangenthaldningerne for f og g er identiske der hvor de aflede funktioner har samme verdi.
Vi skal altsa finde ud af hvor grafen for f' skerer grafen for g'.

g' har haeldningen 2 (P-->Q en halv til hgjre svarer til en opad). Qger vi yderligere x med 2
oges y med 4 og sa er vi netop néet op til y=5 som er ligningen for f'.

Sé forstekoordinaten til R er 2.

VY 464

V¥ Opgaveformulering

Tegn en mulig graf for en differentiabel funktion 7, der opfylder, at
F(0)=2o0g f(12)=1,

samt at fortegn og nulpunkter for /' er som angivet pa tallinjen:

X 5 10

.
Lgl

L fly + 0 — 0 o+

V¥V Besvarelse

Der er mange losninger men den angivne fortegnsvariation for f stemmer med en parabel med
nulpunkter i 5 og 10 og grenene opad.

Funktionen f selv ma sé& vare et 3.gradspolynomium med lokalt maksimum i x=5 og lokalt
minimu 1 x=10.

Dette er tilstraekkeligt til at kunne skitsere det, hvis vi begynder med at afmarke de to angivne
punkter.

Opgaven er egentlig uden hjelpemidler, men da denne vejledende besvarelser er lavet i
Maple, kan vi benytte Maple til at {4 lavet en paen graf ved at beregne forskriften for 3
gradspolynomiumet.

Nulreglen fortaller os at f' kan skrives: f'(x) =a(x —5)-(x —10) =a(x2 —15x+ 50) :

Funktionen f selv md sd veare et 3 gradspol pd formen: f(x) =a ( %x3 —7.5x 450 x) +d:

d er en vilkarlig integrationskonstant. Da f(0)=2 er d=2.

a kan bestemmes via det andet punkt da 12 indsat i f(x) skal give 1.

a-(%-123—7.5-122+50-12j +2=1 2R g = 0.01041666667]]




Nu kan vi plotte grafen: plot( £0.01041666667 ( %f — 752 +50 x) +2,x=0 ..15)

2.0~
181
1.6 -
1.4 -
1.2 -
1.0 -
0.8 1
0.6 1
0.4 1

0.2 -

o 5 10 15

X

Ovenstiende er altsd en mulig graf. Skal det vaere et 3.gradspol er der kun denne, men det
__ kunne vere alt muligt andet, man kan skitsere med lgs hand.

Y 490

V¥ Opgaveformulering

En funktion / er bestemt ved

F(x)=x"In(x) +35x" +1 x>0

_ Bestem 77(1).

T Besvarelse

V1 bestemmer forst den aflede funktion



f'(x) =2x-In(x) +x2'% +4.5x=20% +x+2x-In(x) :

Nu kan vi indsatte /(1) =20-1°4+1+2-1-In(1) =20 + 1 +2-0=21 :

v_ #6.mw
1. del uden hjelpemilder. M4 skrives i Maple, men skal regnes manuelt.
Y 601
Opgaveformulering
a) Reducér udtrykket 2g-(p+4q)—p-(2q+ p).

Besvarelse

2 2 2 2
2q-(p+q) —p 2q+p)=2qp+2q —2pg—p =2q —p

Y 602

V¥ Opgaveformulering
Pa figuren ses reprasentanter for tre vektorer a. b og C.

a) Tegn en reprasentant for vektor 2-a + b—¢C.

Benyt eventuelt vedlagte bilag.

V Besvarelse

Vektorerne leegges i forlengelse af hinanden med start et vilkarligt sted.
Da vektor c skal treekkes fra tegnes den 1 modsat retning.
Summen er da vektoren fra start- til slutpunkt vist med rodt.




Y 603

V¥ Opgaveformulering

To funktioner f og g er bestemt ved
flx)= X og g(x)=3x—1.

a) Bestem f(g(1)).

Besvarelse
L flg))=f31—1)=f(2)=2"=8

Y 604

Opgaveformulering
a) Los andengradsligningen x° —4x—60=0.

Y Besvarelse



Da dette er en ogave uden hjelpemidler regner jeg med at losningerne er heltal. Jeg forseger
mig derfor med gattereglen:
'Nar a er 1, er produktet af redderne c=-60 og deres sum er -b=-(-4)=4.

60 kan skrives som et produkt af heltal pa et begrenset antal méder fx 6*10.

Jeg ser s at det stemmer, nar den ene rod 10 og den anden er -6.
_ (10*(-6) er -60 og 10-6 er 4 )

Y 605
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En stokastisk variabel X er binomualfordelt, X ~ b(100, 0.5).

a) Bestem middelvardien for X

' b) Underseg, om 39 er et exceptionelt udtald for X

V¥ Besvarelse (Lseses ved hjzlp af formelsamling side 41+42.)
Middelvardien er n-p =100-0.5 =50.
Spredningen for en binomialfordeling er/ n-p- (1 —p) = 100-0.5-(1 —0.5) =25 =5

Et ekceptionelt udfald er et der ligger mere end 3 spredninger fra middelvardien.
Det gor 39 ikke, da ligger tettere pa 50 end 15.

| S4a 39 er ikke et exceptionelt udfald.

Y 606

¥ Opgaveformulering
En funktion f er bestemt ved

f(x)=3x" —6x+15.

Gratfen for f er en parabel.

a) Bestem koordinatsattet til parablens toppunkt.




V¥ Besvarelse
1. koordinat til toppunktet er: - b6 1
2a 2-3

f(1)=3-1"—6-1+15=12

| Toppunktets koordinater er altsa: (1,12).

Y 607

¥ Opgaveformulering
En funktion f er bestemt ved

flx)=e"".

a) Bestem f'(3).

V¥ Besvarelse
f(x) findes via reglen om den afledede af en sammensat funktion: f(g(x))'=/f"(g(x))-g'(x)

Her fas: (ezx_l) = 2> L (2x-1)'= 2e2%7!
1 2'%_1 0
f'(’2) findes ved indsettelse: f' ( B ) =2e =2¢ =2

Y 608

¥ Opgaveformulering

En cirkel er bestemt ved ligningen

X'+ 2x+y —6y=15

' a) Bestem cirklens radius og koordinatsaettet til cirklens centrum.

Besvarelse
Ligningen omskrives til standardformen:




FH2x+)y —6y=15e x+ 1)’ —1+(y—3)2-9=15«
(x+ 1)+ (y—3)2=25

Nu kan vi aflese at radius er 5 og centrum er (-1,3).

Y 609
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En funktion f opfylder, at
f(0)=5 og f(10)=-1.

Fortegn og nulpunkter for f/(x) er som angivet pa tallinjen.

; : ?

fl) - 0 + 0 -

a) Tegn en mulig graf for f.

V¥ Besvarelse

De to punkter afmaerkes forst. Herefter kan vi pé fortegnslinjen for f'(x) se at grafen for x er
aftagende for 3, voksende frem til 7 og herefter aftagende igen. S vi tegner med frihdnd noget
der stemmer med det.




-2

De sma vandrette linjestykker (linjeelementer) viser at der skal vare vandrette tangenter 1 x=3
og x=7 hvor f'(x) skifter fortegn.

NOTE
Det viser sig at funktionen:

-9-(%x3—5x2+21x)

fix) = =

lever op til kravene, sa den har jeg tegnet i Geogebra.
Men den forskrift gar opgaven slet ikke ud pé at finde. Det er kun gjort fordi det her er en

+35

__ vejledende losning, sé jeg ville gerne have en pan figur.

2. del med hjzlpemidler

with(Gym) :
with(RealDomain) :

Y 610
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En funktion f er givet ved

0.5x° —2x+3, 0<x<4
x—1, 4<x

f(I)=I

a) Tegn grafen for f.

' b) Les ligningen f(x)=35.

V¥ Besvarelse
Jeg definerer forst gaffel-forskriften via elementent til formalet i palleten 'Expression' :

05X —2x+3 0<x<4
f(x) =
x—1 x =>4

— P P> A

-1

| Losningen til ligningen er: f(x) =5 _solve, {x=6.}

Vo611
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Fogo: wewwee odoter ba d

Pa en bestemt @ har man hvert ar 1 en arrekke udtaget en stikpreve blandt de lam. der
skulle slagtes, og malt den gennemsnitlige slagtevagt for disse.

Ar 0 1 2 3 = 5 6 7 8

Gennemsnitlig

41,0 | 414 | 422 | 427 | 424 442| 444 457 | 460
slagteveegt (kg)

I en model kan udviklingen beskrives ved en linezr funktion
f(x)=a-x+b,

hvor f(x) betegner lammenes gennemsnitlige slagtevagt (malt 1 kg) t1l tidspunktet x
(malt 1 ar).

a) Bestem tallene a og b ved regression.
b) Tegn residualplottet.

¢c) Benyt residualplottet og residualspredningen til at vurdere den linezre models
anvendelighed til at beskrive udviklingen.

V¥ Besvarelse
Jeg har brugt min egen app. Herunder ses skermklip af resultatet.




cheetl xml || LINEER REGRESSION f{x)=ax+b
AB
00 41 PUNKTPLOT
11 414
22 422
33 427
44 424
55 442
6 6 444
77 457
88 46

RISIDUALPLOT

f13=6 4667-10-1 x40 7467 Konfidensinterval for heldning a:
T S [5.4334-10-1; 7.5-10])

57

Determinationskoefficienten R2- 9.5257-10-1

Risdualspredning o: 4.2246-10-]

Pa det kan vi leese at a er 0,6467 b er 40,75.
Residualplottet er grafen til hojre.

Risidualspredningen aflases til at vaere 0,422. Sammenlignes den med vardierne for
lammenes vegt pa ca 42, udger den kun lidt over 1 %. Sammenlignes i stedet med
variationsbredden for lammenes vagt (storstevaerdi minus mindstevaerdi =5kg) udger den ca 8
%.

Det der ellers falder 1 gjnene er den enkelte afviger/outlyer som er vagten uge 4.
Ser man bort fra den passer modellen fint, og der er heller ingen systematik at spore 1
risidualerne.

Sa hvad kan man sige om modellens anvendelighed? Bom, bom...Det er lidt last hvad man kan
sige. Det ser da meget godt ud. Alternative modeller (eksponetiel, potensiel eller polynomiel
giver en nasten ensliggende kurve i det aktuelle omrade, sa der er i hvert fald ikke noget
andet der er bedre.

KOMMENTAR

Faktisk mener jeg et punktplottet til venstre giver BEDRE overblik end risidualplottet.
Risidualplottet viser intet, som ikke ses direkte af punktplottet.

Omvejen med at se pa risidualspreningen relativt til tallene 1 B-kollonen, giver ikke mere
indsigt end vi fér, ved at vurdere hvor langt punkterne i1 punktplottet ligger fra den bla linje.

612

T Opgaveformulering



4 1 F
12
24—

En terrasse har en flisebelagning som vist pa billedet til venstre. Hver flise er sekskantet
og symmetrisk omkring hver af de to stiplede linjer midt gennem flisen. Linjerne ses pa
modellen af en flise til hejre.

Hver flise har malene |AC| = |FD| =40 cm, |EE| = 24cm og |AF| =|CD| =12 em.

a) Tegn en model af en flise 1 et koordinatsystem og bestem koordinatsattet til hvert af
punkterne 4. B. C. D, E og F.

b) Benyt en formel for bestemmelse af vinklen mellem to vektorer til at bestemme

vinkel 4.

Et havebord har en cirkelformet fod med en diameter pa 41 cm.

| ¢) Underseg, om havebordets fod kan dekke en hel flise.

V¥ Besvarelse
Jeg vaelger de 2 symmetrikakser som 1. og 2. akse. Jeg tegner 1 geogebra.

Jeg tegner linjerne y=+/-20 og x=+/-6. A,C, D og F er skearingerne mellem disse.
Dvs A=(-6,-20), C=(-6,20), D=(6,20) og F=(6,-20).
B og E ligger pa x-aksen og de ma have koordinaterne B=(-12,0) og E 1 (12,0).

De to vektorer der skal bruges til at
bestemme vinkel A er tegnet ind med blat.
Som kontrol er vinkel A ogsa tegnet og
bestemt i geogebra med gront. Vinklen A er
106,7 grader.

Jeg tegner en cirkel med centrum i Origo (og
flisen) med radius 20.5.
Det ses nu umiddelbart at cirklen passerer en




-20 20
smule under punkterne D og D, bordets fod

kan lige akurat IKKE daekke flisen.

Flisehjorneen rager dog kun 3,8mm ud, s 1
den virkelige verden med fuger og snavs, er
der neppe nogen der vil bemarke dem, med
mindre de stikke naesen helt ned til jorden.

Bestemmelse af vinkel A med formel:

— —
Vektoren u=A4B har koordinaterne: u := (-6, 20) = 20 ogv=AF v:= (12,0) =

12

0
Vinklen bestemmes ved at indsette i formel 52 (eller 51) fra formelsamlingen og lgse mht. v:
Cos(A) UtV SN, 4 =106.6992442}

B len(u)-len(v)
_ Det stemmer med Geogebra!

Y 613
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En funktion f er bestemt ved (2)
f(xX)=x"—7,5x" +12x+20.,5.

Det oplyses, at grafen for f har ét skeringspunkt P
med fersteaksen. Tangenten til grafen for f 1 punktet
P benzvnes /.

=

> (1)

a) Benyt en algebraisk ligningsleser 1 et
vaerktejsprogram til at bestemme
forstekoordinaten til P.

b) Bestem en ligning for /.

| ¢) Bestem den spidse vinkel, som / danner med fersteaksen.

¥ Besvarelse
Jeg definerer f: f(x) =x" —7.5x* +12x+20.5 =x—x + (-1)-7.5x* + 12x +20.5

solutions for x

I P er f(x)=0 sd P's forstekoordinat findes ved: f(x) =0 ——— —1.

Tangentens ligning er y=f'(x)*(x-x0)+{(x0), (formel 130 i formelsamlingen) sa jeg indsatter
x0=-11den:

simplify
y=-1)-(x—(-1)) +f(-1) = "»y=30.0x+30.0

Ligningen for | er altsd y=30x+30.

_ Hazldninge af 1 er 30 grader, sé vinklen | danner med x-aksen er: invTan(30) = 88.09084757

Y 614

¥ Opgaveformulering




CiragThe wowrwe oo b ok

Pa en bestemt skole har man malt hejden af hver elev. Malingerne blev sorteret 1
intervaller af lengde 10 cm, startende med 150 cm. Den laveste elev var 152 cm hej. og
den hejeste elev var 205 cm hej. Endvidere fandt man felgende kvartilsat for elevernes

hejdefordeling: (162, 175, 184).

| a) Tegn en mulig sumkurve for hejdefordelingen af eleverne.

V Besvarelse

X-aksen skal indeholde intervallet fra 150 til 205 og yaksen skal gé fra 0 til 1 (100% ).
Dermed kan et koordonatsystem tegnes, jeg har bugt Geogebra.

Kvartilsattet forteller mig at sumkurven skal gd gennem punkterne (162, 0,25), (175, 0,5) og
(184, 0,75) sa disse indtegnes. Da intervallerne har bredde 10 startende i 150, kan jeg tegne
nogle 'trappetrin’ der begynder i (150, 0) og ender i (210,0). Det kan geres pa flere méder, her
er en:




K3

075
K
0.5
K1
0.25
L 150 160 170 180 190 200 210 220
Y 615
¥ Opgaveformulering
Ud fra en funktion f er funktionerne g og h bestemt ved (2) .
g@)=f(x-2) ||
h(x)= f(x+1)+2. 4[\ | |C
; [h |
[ / \J
| B

Pa figuren ses graferne for de tre funktioner f, g og h.
a) Ger for hver af de tre grafer A, B og C rede for, hvilken

funktion f, g eller h den er graf for.

Besvarelse
Af definitionen for g(x), ses at dens graf er lige grafen for f(x) rykket 2 mod hajre.

Hermed ses at B er grafen for f(x), C er grafen for g(x), og felgelig er A grafen for h(x).

616
Y Opgaveformulering




En funktion fer bestemt ved

f(x)=2-¢".

Punktet P har koordinatsattet P(3.1) . Punktet O ligger pa grafen for fog har
koordinatsaettet Q(x, f(x)) .

a) Opstil et udtryk for langden af QTP.

b) Bestem koordinatszttet til 0, sa ‘@3'1 bliver mindst mulig.

V¥ Besvarelse
Formlen for afstand mellem 2 punkter (69 i formelsamling) giver:

QPg(x) ==+ 3 —x)2+ (1 —2¢")°

Jeg leder efter lokale ekstrema for dette plot(g(x))
udtryk ved at lose:

solve

g'(x) =0 —/ 0.1255765328

Jeg plotter ogsa g(x), og ser at der faktisk er 10:
et minimum 1 0,1256.

6.
y-koordinaten i Q er 2-exp(0.1255765328) \2

=2.267603878,

s4Q koordinater er: (0,1256, 2,2676). -2 -1 1 23

\ 4 #7.mw

Der bruges amerikansk/britisk komma/punktum i Maple-matematikdelen, ellers
kontinentaleuropeisk.

Besvarelsen er lavet i Maple 18 med disse tilfojelser:
with(Gym) :

Yl




V¥ Opgaveformulering

I et koordinatsystem er to vektorer givet ved

5_r+1 o 5_3
| 2 & "7y

hvor ¢ er et tal.

2

Bestem ¢, sd vektorerne a og b er ortogonale, og bestem ¢, sd vektorerne a og b et
_ parallelle.

V Besvarelse

_)
7 og b er ortogonale netop nér deres prikprodukt er 0.
Prikprodukteter (¢ +1)-3 +2¢+4=11¢t+3:.

Det ses at veere O for 1 =- 1

_)
7 og b er parallelle netop nér deres determinant er 0.
Determinantener (¢ +1)-4 —2¢3=-2¢t+4+4:.

Den ses at vere 0 for tZ; =2.

Y 23

¥ Opgaveformulering

I et koordinatsystem er to vektorer @ og b bestemt ved
- (2 - (=1
fwief

a) Bestem tallet s, sdledes at a+sb og V= [_ 1] er ortogonale.

—

b) Bestem arealet af parallelogrammet udspandt af a og a—b .

|_¢) Bestem koordinatsettet til projektionen af a pa b.

V Besvarelse
N ->
a = (2,3): b :

-
\%

(-1,2) : = (1,-1) :




To vektorer er ortogonale netop nar deres prikprodukt er 0, sd vi opstiller ligningen:

- 2\ > isolate for s 1
(a -l-s-b).v =0 ——— > 5= "3

Arealet af parallellogrammet udspandt af to vektorer er givet ved deres determinant som

9
gympakken kan klare for os: 4= |det(Z, b —Z)| =4=7
( Det(a, a-b) er faktisk lig det(a, b). Det(a, a) er nemlig 0)

. 4
. o a.b 7 5
Vikan bruge projektionsformlen: ——b =
b.b 8
5
_4
. o : - 2 5
Der er faktisk ogsa en funktion til det i gympakken: proj ( a, b ) = q
5

¥ 58

¥ Opgaveformulering

I et koordinatsystem er to vektorer a og b bestemt ved

a) Bestem vinklen mellem a 0g b.

b) Bestem arealet af parallelogrammet udspandt af a og b.

_c) Bestem projektionen af b pa a.

V Besvarelse
21:1: (1,2
b= (-3,2):

9
Gympakken kan give os vinklen direkte: vinkel (Z, b ) = 82,87

Alternativt kan vi finde den ved formlen: Cos(v) = solve

_)
a.b
J1I2+22 (-3)7+22
82.87498365

Arealet af parallellogrammet udspandt af to vektorer er givet ved deres determinant som



-

gympakken kan klare for os: 4= |det(z, b )‘ =4=8

Projektion af vektor pa vektor kan gympakken klare for os:

1
5
pmj(Z, a ) =
2
5

Y76
V¥ Opgaveformulering

- (6 - (3
To vektorer er givet ved a = {2} og b= [4} .

a) Bestem projektionen af a pa b.

|_b) Bestem arealet af det parallelogram, som udspandes af de to vektorer @ og b.

4= 1(6,2)
b= (3,4)

Projektion af vektor pé vektor kan gympakken klare for os:

78

proj(a, 5 ) = 25| asdigis | 31200
104 4.1600
25

Arealet af parallellogrammet udspandt af tg) vektorer er givet ved deres determinant som
| gympakken kan klare for os: A= |det(?z), b )‘ =A4=18

Y 137

Opgaveformulering

- 1 -~ [5t-1
Bestem tallet ¢, sa vektorerne a =( ) ] og b :( 3 J er ortogonale.
—4t

Y Besvarelse



_)
7 og b er ortogonale netop ndr deres prikprodukt er 0.

Prikprodukteter 1-(5¢-1) + (-2)t-3=-¢t—1:. Sa t=-1.
Y 142
¥ Opgaveformulering
. . - (4
I et koordinatsystem er givet to punkter P(3,1) og Q(20,7) samt en vektor a :( ] i

a) Bestem en ligning for den linje, der gar gennem P, og som star vinkelret pa a.

b) Bestem arealet af det parallelogram, der udspandes af vektorerne PO og a .

|_c) Bestem koordinatsattet til projektionen af P—Q pa a.

V Besvarelse

Q= (4,-3):
_)
f) = (3,1):
Q= (20,7) :
2> > s1mp11fy constant 17
PQ Q—P .

a er normalvektor til linjen sd a er 4 og b er -3 1 linjens ligninge pa formen ax+by-c=0.
¢ bestemmes ved at 1ndsa3tte et punkt fx P 1 linjens ligning:

43 =31 +c=0 D0 10— 9]
Linjens ligning er dermed: 4x-3y-9=0.

unassign('A")
Arealet af parallellogrammet udspandt af to vektorer er givet ved deres determinant som
gympakken 1@) klare for os:

A=|det(a, PO )| =4=75

— > 8
Projektionen af PQ: pa @ : kan findes ved formlen: %sz = ‘
a.a -

187

Y Opgaveformulering



I et koordinatsystem er to vektorer ¢ og b bestemt ved

3fui-l

a) Bestem koordinatsattet til projektionen af a pa b.

|_b) Bestem arealet af parallelogrammet udspaendt af @ og b.

V Besvarelse

_)
4= (5,-10) :
b = (6,8):
— - > ZZ e -3
Projektionen af a : pd b : kan findes ved formlen: 5= b = A
b.b -

Arealet af parallellogrammet udspandt af t(l) vektorer er givet ved deres determinant som
L gympakken kan klare for os: A= |det(z, b )‘ =4=100

V¥ 245

¥ Opgaveformulering

I et koordinatsystem i planen er givet to punkter A(1,1) og B(5,3). Linjen / gar gennem A
og B.

a) Bestem en ligning for / pa formen ax + by +¢=0.
En parabel har ligningen
y=x"—8x+13,5.
b) Bestem afstanden mellem linjen / og parablens toppunkt.
|_c) Bestem koordinatsettet til projektionen af parablens toppunkt pa /.

V Besvarelse

_)

4).:(1,1).

B = (5,3):

—> - 4
AB:=B —4 = 5

—
Koeficienterne a og b er koordinaterne til hatvektoren til retningsvektoren 4B : Dvs a er -2 og




ber4.

¢ kan bestemmes ved at indsatte det ene punkt fx a i ligningen:-2-1 +4-1 +¢=0 solve for ¢
[[c=-2]]
Ligningen for | er altsé: -2x+4y-2=0, eller reduceret x-2y+1=0.
f(x) = ¥ —8x+13.5: Dvsaerl og b er -8. S toppunktsformlen giver os:
-8 . 2, 5
x0=Tx : - CRE 4 og y-koordinaten er yO= f(4) = —2.5. Dvs T := (4,- S5
ax,+by,+c 7). L _ dici
Afstanden fra toppunkt til 1 : | 0 0 | : [(=2)-4 +4-(=2.5) = 2| w,
Ja+b (-2)> +4°
4.4722
Hvor a, b og ¢ her er koefficienterne i ligningen for .
3
— - -
Forst bestemmes A7 := T — A4 = 7
2
1
— — —_ —
Herefter projiceres den pa 4B (og dermenpdl) AP = proj (AT , AB) = 1
2

—

2

%
Projektionen P, af parablens toppunkt T, findes ved at legge den til: 4 +4P=| 3
2

Hele denne opgave kan lgses meget hurtigere i Geogebra, ved at 'tegne sig frem' via
vaerktojerne. Her er vist et skaermklip.



*T=4,-25)

V¥ 255

V¥ Opgaveformulering

En cirkel er bestemt ved ligningen
X +2x+y -4y =4.

Bestem cirklens radius og koordinatszttet til cirklens centrum.

¥ Besvarelse
Ligningen omskrives ved handkraft:
CA2x+)y —dy=d4 e x+1)’ -1+ (-2 —d4=4o x+1)>+(y—2)"=9:

L Afden sidste form kan vi aflase at radius er 3 og centrum ligger 1 punktet (-1, 2).



¥ 271

V¥ Opgaveformulering

I et koordinatsystem i planen er givet to punkter C(—1, 4) og P(2, 8).

a) Opskriv en ligning for den cirkel, der gar gennem P og har centrum i C.

En linje 1 planen er givet ved parameterfremstillingen

el e

| b) Bestem koordinatsattet til hvert af linjens skaringspunkter med cirklen.

V Besvarelse

Radius er afstanden fra C til P bestemmes ved afstandsformlen: \/ (2—1(-1) )2 + (8 —4 )2 =
5

Dermed er cirkelns ligning: (x + 1 )2 + (y— 4)2 =25

Jeg indsatter x=-3+t og y=15+7t fra parameterfremstillingen ind i cirklens ligning:
subs(x=-3 41, y=15+71, (x + 1)* + (y—4)?=25) = (-2 +)° 4+ (11 + 7 1)*=25

solve for t

Herefter loser jeg den mht til t: ——— [[¢=-1], [t=-2]]

Der er altsd to skaringspunkter og de findes ved at indsatte t-vardierne i
parameterfremstillingen:

(x,y)=(-3,15) =1-(1,7) = (x,y) = (-4,8)
(6,y)=(-3,15) =2-(1,7) = (x,y) = (-5,1

| L De to punkter er altsé (-4,8) og (-5,1).

V #8.mw

Der bruges amerikansk/britisk komma/punktum i Maple-matematikdelen, ellers
kontinentaleuropaisk. Besvarelsen er lavet 1 Maple 18 med disse tilfgjelser:
with(Student| Calculus1]) :

with(Gym) :

12

Y Opgaveformulering



En funktion f er givet ved
f)=4Jx—1x*, x>0.
a) Bestem monotoniforholdene for f.

Grafen for / og koordinatsystemets fersteakse afgraenser 1 forste kvadrant et omrade M,
som har et areal.

b) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, nar M drejes 360°
omkring koordinatsystemets forsteakse.

V Besvarelse

2.
0
flx) = 4% — %xzz Plot(£0.6) =2

123456

solutions for x 22/ 3 at5digits

For at finde lokale ekstrema lgser vi: f'(x) =0 1.5874

Grafen viser at det er et maksium.

. 5 digi .
Det stemmer med at krumnigen f'(22/3) = e 15000 er negativ.

Altsa er f(x) voksende i intervallet [0;1,5874] og aftagende i [1,5874;00[.

. . lutions fi
Der er et nulpunkt til hgjre for ekstremaet, som bestemmes: f(x) =0 _Sotions forx 0,4

Omdrejninglegemet ligger altsd mellem greenserne 0 og 4, sd vi indsatter i formlen:

TtJ flx)? dx

0

A 103,40 Rumfanget er altsa ca 103,4.

Y17
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En funktion f er bestemt ved (2)
F(x)=2x" —15x% +24x +5. m
Tangenten til grafen for f i punktet P(5, f(5)) /

kaldes m. Som det ses pa figuren, har grafen for /
ogsa en anden tangent /, der gar igennem P.

a) Bestem en ligning for m, og bestem » (1)
forstekoordinaten til reringspunktet for /.

¥ Besvarelse
flx) =2x =15 424x+5: f(5)=0

Tangentens ligning y =f' (xo) . (x — xo) +f (xo) galder 1 ethvert punkt.
Ligning for m findes ved at indsatter atxo=51P: y=/(5)-(x —5) +f(5) =y=24x—120

Mht til ligning for | er det xo der er ubekendt. Men vi kender et punkt pa linjen, nemlig P sa vi
indsatter P's koordinater for x og y i1 tangentens ligning og leser mht til x0:

0=f'(xo)'(5—x0) +f(x0) Y=y

solve for x[0]
—>[ [%=5] [%=5]

Hermed har vi fundet mulige 1. koordinater til supplerende tangeringspunkter for m.
Dobbeltroden 5 svarer til P selv. En anden mulighed er den 1. losning.

1. koordinaten til reringspunktet for 1 er altsd x, := i :

Ligningen for I kan sé findes ved at indsatte x0=5/4 1 tangentens ligning:

simplify 33x 165
= y = - 8 + -

Y=F (%) (¥ = %) T/ (%)

_ Men det sidste er vi ikke spurgt om.

VY 28
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En funktion f er bestemt ved
f(x)=x"=10x+30.

Grafen for f, koordinatakserne og linjen med ligningen x =10 afgranser 1 forste kvadrant
en punktmangde M, der har et areal.

a) Bestem arealet af M.

b) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, nar M drejes
360° omkring forsteaksen.

V¥ Besvarelse

30;
251
201

f(x) =x*—10x+30: plot(£0.10) 151

103

2 4 6 8 10

Der er ingen sarlige overvejelser med nulpunkter eller fortegn, det er lige ud ad landevejen:

10
. digi
Arealet af M bestemmes ved integralet: J f(x) dx43ﬁ m 133.33
0
10
Rumfanget af omdrejningslegemet bestemmes ved : TEJ f(x)2 dx
0

7000 T at 5 digits
SOV R ;

7330.3
3

Y 29

V¥ Opgaveformulering

En funktion f er bestemt ved

f(x)=x+2sinx, xec[0;27].

_a) Les ligningen f”(x)=0, og gor rede for monotoniforholdene for /.




f(x) ==x+2sin(x) : plot(f, 0.2 Tc)

S W W b Y

T 3n S5m 2n
4 4 4
Det er godt at tegne grafen, sa ser vi med det samme at der er 2 steder med vandret tangent i

det relevante interval. Det er ikke alle Maples solve-muligheder der giver dem begge, men
Gym-pakkens intervalsolve gor. Sa de to lesninger til f'(x)=0 er:

intervalsolve(f‘(x) =0,x=0.27) =

b

2n 4n
3 3

Det ogsd muligt at lese den manuelt. Ligningen f'(x) =0 : bliver

1 +2cos(x) =0 < cos(x) =- 1 :

2
Cos(120) grader er minus en halv og det er cos(240) ogsé. Det svarer til radianerne in : og
4
3T
Men det kunne kun lade sig gore fordi ligningen var sa venlig at have pane losninger.
. 2 3
f(x) er voksende i intervallerne [O; gn og ZTI: ;2T
f(x) er aftagende 1 intervallet in; gn] :

Y 34
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En funktion f* er bestemt ved
fx)=x +6x"+k,
hvor k er et tal.

a) Bestem de verdier af tallet £, for hvilke grafen for /* har netop to skeringspunkter
. med forsteaksen.

V Besvarelse
f(x) = CH6x+k=x>X+6x +k

Foruds@tningen for at et 3 gradspolynomium kun har 2 redder er at det ene lokale ekstrema
ligger pé x-aksen.

Man kan diskutere om et punkt hvor der tangeres er et skeringspunkt. Hvis nej, er der ingen
mulige vaerdier for k.

Men hvis vi opfatter skeringspunkter som alle 'fellespunkter'. Sa kan vi gd frem ved forst at

bestemme beliggenheden af de lokale ekstrama:
solve for x

S (x) =0 ——— [[x=-4], [x=0]]

Her efter kan vi forlange at enten det ene eller andet ligger pa y-aksen dvs:
f(0)=0=k=0
f(-4)=0=32+k=0

| Sa de to mulige vaerdier for k er 0 og -32.

VY 45

V¥ Opgaveformulering

To funktioner f og g er givet ved

f(x)=x"—x+2,
g(x)=—x" +5x—%.

a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /i punktet P(2, f(2)).

Det oplyses, at graferne for / og g har netop ét felles punkt Q.

| b) Bestem koordinatszttet til 0.

V¥ Besvarelse



f(x) = —x+2:
g(x) ==—x2+5x—%:

For at finde tangentens ligning i P, indsatter vi x0=21 y=f' (xo) : (x —xo) +f (xo) :
y=2)(x—=2)+f(2)=y=3x—2

fog g's fellespunkt finides ved: f(x) =g(x) ﬂ) {x _3 }, {x = % }

Koordinaterne til Q er: (%,f(%)) = %, I _ (1.5,2.75)

Y 47

V¥ Opgaveformulering

To funktioner f og g har forskrifterne f(x)=+/3x+9 og g(x)=x+3.
Graferne for f og g afgrenser i anden kvadrant en punktmaengde M, der har et areal.

a) Bestem arealet af M.

For k>0 afgrenser graferne for de to funktioner sammen med linjen med ligningen
x =k 1ferste kvadrant en punktmangde N.

_b) Bestem £, sa arealerne af M og N er lige store.

V Besvarelse

f(x) ==+3x+9:
glx)=x+3: |
Vi har brug for deres skaringspunkter: f(x) =g(x) _Sove, {x=0}, {(x=-3}

I 2.kvadrant ligger f over g s arealet af M er integralet:



3
| 10 =gt ac=
-3
k
I 1.kvadrant ligger g over f sa arealet af N er : N (k) := J’ g(x) —f(x) dx:
0

2

Da de to areale skal vare lige store: N (k) = 3 ﬂ) {k=-3}, {k= % }
A
3

Y 66
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Om en funktion F gaelder, at F(x) er stamfunktion til
f(x)=—x"+43x.

Linjen # med ligningen y = —2x+8 er tangent til grafen for F, og det oplyses, at
raringspunktet for ¢ har negativ ferstekoordinat.

_a) Bestem en forskrift for F.

V Besvarelse
f(x) i=-x +3x:

I reringspunktet xo skal tangenten og grafen per definition have samme haldning.

Heldningen til grafen for F er givet ved f og haldningen af't er -2 sé:
solufions for x

flx) =2 SRR 5,

Da xo skal vare negativ har den vardien -1. y-koordinaten er s - (2)-(-1) + 8 = 10.

En stamfunktion til f er: integrate( f(x),x) = - % agus % ¥ M) F(x)

I reringspunktet xo skal tangenten og grafen per definition ogsa have samme y-verdi:
F(-1) +k=10 solve for k [ k= %H

Forskriften for F(x) er derfor: F'(x) + % = - th s 3 2 4 25

67
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Pa figuren ses grafen for funktionen

f(x)=80x—10x" )

samt to punktmaengder M og M, .

Punktmangden M er afgranset af grafen for f, \
koordinatsystemets forsteakse samt linjen med
ligningen x = 4.

Punktmeengden M, er afgranset af grafen for /', A

100

koordinatsystemets forsteakse samt linjerne med
ligningerne x=4 og x=4k , hvor k > 4.

Nar punktmangderne M og M, drejes 360° om — ()
forsteaksen, fremkommer to omdrejningslegemer med
rumfang Vog V, .

| a) Bestem V, og bestem k,sa V, =1V

V Besvarelse
flx) :=80x—10x":

Vi skal bruge skaringerne med x-aksen: f(x) =0 _solve, {x=0}, {(x=8}

4

diai
V bestemmes ved formlen for et omdrejninglegeme: V' := nj f(x)2 dx = M) 171570.
0
k
Vk bestemmes ved integralet: VK := TCJ f(x)2 dx:
4

sd k bestemmes (numerically solve) ved ligningen: VK = % S 5 124510689

|k skal altsa afrundet vaere 5.125.

Y93

¥ Opgaveformulering

En funktion f er givet ved
f(x)=x-¢".

a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P (1, /(1)).

b) Bestem monotoniforholdene for f.




V Besvarelse
restart

f(x) =x-¢

2x

I'tangentens ligning y Zf(xo) : (x — xo) -I—f(xo) indsattes xo=1:
dioi
y=f(1)-(x—1) +f(1) =y=3e* (x— 1) +* 224 22167 x— 14778

. . . simplify 2y
Vi kan bevidstlest lade Maple finde nulpunkter til f'(x) = e (2x+1).

Men sa ved vi ikke om vi fér alle nulpunkter ud. Af udtrykket ovenfor ses imidlertid at der kun
er en lgsning (nér bageste parentes er 0) x=-1/2 fordi forfaktoren altid er positiv.

Krumningen i ekstremaet /"(-0.5) = 0.7357588826 ses at vare positiv, sa der er tale om et
minimum.

og voksende i intervallet [ - ;,oo [

Altsd er f er aftagende 1 intervallet }— %, - ;

Y #9.mw

Der bruges amerikansk/britisk komma/punktum i Maple-matematikdelen, ellers
kontinentaleuropzisk.

Besvarelsen er lavet i Maple 18 med disse tilfojelser:

with(Student[ Calculus1]) :
with(Gym) :

Y 101

V¥ Opgaveformulering

To funktioner f og g er bestemt ved (2)

f(x)==x+x"+kx+3 f
g(x)= X’ +3, g

hvor k er et positivt tal.

Graferne for f og g afgreenser for x <0 et M
omrade M, der har et areal, og for x>0 et andet \/

» (1)

omride A, der har et areal.

—

a) Ger rede for, at de to omrader M og N har
. samme areal for alle veerdier af £.

Y Besvarelse



f(x) =X +x +hkx—+3:

g(x) = P43

Skeringerne mellem f og g findes ved ligningen: f(x) =g(x) solve for x

[[x=01 [x=VE ] [x=-V&]]

Pastanden 1 opgaven er at de to arealer, dvs de to integraler er ens:

: " 1 1
J (g(x) _f(X))dx=J (f(x) —g(x))dxzzkzzzkz

Det ses at vare tilfaldet.

Det kan faktisk ogsa gennemskues nasten uden at regne. Differensfunktionen

h(x)=f(x) —g(x) = -x" +kx

ses at vaere ulige, dvs antisymetrisk. Der gaelder for alle x: h(x)=-h(-x). S& derfor er arelaerne
lige store.

Y 122

Opgaveformulering

1
Bestem integralet I . (8x” +e")dx.

Besvarelse
1

1
J 8 +e'de=[2x"+ e =2-1"+e' —2:0" =’ =2 +e—1=1+e
0

Y 131

V¥ Opgaveformulering

I en model for udviklingen af antallet af individer 1 en population betegner N(¢)antal
individer 1 populationen til tiden ¢ (mélt 1 degn). I modellen antages, at

4200

N(f)=—" .
@ 1+10-¢

a) Bestem N'(20), og giv en fortolkning af dette tal.




1+10-¢ %1
N'(20) = 102.6328141

| [ Tallet forteeller at efter 20 dogn vokser antallet af individer med ca 103 i degnet.

Y 134

¥ Opgaveformulering

To funktioner f og g er bestemt ved

f(x)=x"—4x+8
g(x)=3x-¢e".

a) Bestem den veerdi af x, hvor den lodrette afstand mellem grafen for f° og grafen for g
er mindst mulig.

V Besvarelse
f(x) = C—4x+8:
g(x) ==3xe":

Den lodrette afstand er den numeriske vardi af differensen mellem de 2 funktioner.
h(x) = abs(f(x) —g(x)):

.. . o o - solve
Den er minimal eller maksimal nar den afledede er 0, sa vi laser: A'(x) =0

1.801564133

Vi checker at det faktisk er et minimum ved at se pa grafen:

10001
800:
600
plot(h) 400
200
-5 0 5 10

Den veerdi af x hvor afstanden er mindst er altsa ca 1.80.




omrade. Det henger pa at nar x er en stor negativ vaerdi dominerer g(x) og omvendt nér x er en

L L Faktisk er det vanskeligt at gore rede for at der ikke kan teenkes andre minima i et andet
stor positiv veerdi.

V¥ 146

V¥ Opgaveformulering

En funktion /" er bestemt ved

fx)y=(x+1)-e™.
a) Bestem monotoniforholdene for f.

Grafen for /" afgreenser sammen med koordinatsystemets akser 1 anden kvadrant en
punktmaengde M, der har et areal.

b) Bestem arealet af M.

¢) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer, nar M drejes 360° om
= forsteaksen.

V¥V Besvarelse
f(x) = (x+1)e":

kandidater til lokale ekstrema findes ved f'(x) =0 M [[x=0]]
Da krumingen i x=0 er f"(0) = —1 som er negativ er der tale om et maksimum, sd
f(x) er voksende i intervaller ]-00;0] og aftagende i [0,00].

Det ses umiddelbart ved nulreglen at det eneste nulpunkt for fer -1.
plot(f, -1.2..0.5)

—0.61

Arealet af M bestemmes ved integralet:




0

J flx) de=e—2 2295 67183
-1
0 2 5 t 5 digit
al 1211S
Rumfanget af omdrejninglegemet bestemmes ved: 7 J fix) dx=n (% - ) A aEm,
-1
L 1.8765
V178

V¥ Opgaveformulering

I en model kan l&ngden af dagen 1 Anchorage Alaska som funktion af tiden beskrives ved

f(t)=16,61-51n(0,0167¢—1,303) +12,2, 0<¢ <365,

hvor f(#)er lengden af dagen (malt i timer) til tidspunktet # (malt i degn efter 1. januar
2011).

a) Benyt modellen til at bestemme leengden af dagen 1 Anchorage Alaska til
tidspunktet ¢ =100.

b) Benyt modellen til at bestemme det tidspunkt, hvor lengden af dagen 1 Anchorage
Alaska er storst.

¢) Bestem f'(100), og ger rede for, hvad dette tal fortzller.

| Kilde: http://aa.usno.navy.mil

¥V Besvarelse
f(t) == 6.61-sin(0.0167 t — 1.303) +12.2 ;

Efter 100 dage er dagens lengde: f/(100) = 14,57 timer

Vi plotter funktionen i et ar: plot( f, 0..365)




181
16
14
12;
101

100 200 300

Tidspunktet for den leengste dag findes ved at finde losninger til f'(t)=0 der skal ligge 1
nerheden af t=200:

solve for t

f'(t) =0 ———— [[t=172.0836124]] Via grafen ses at den lgsning Maple finder er et
maksimum.

Sa dagen er leengst 172 dage inde 1 2011.

f'(100) =0.1030361083

Dette tal fortelle at efterr 100 dage tiltager dagens lengde med ca 0,10 time per degn. Dvs ca
| 6 min.

V¥ 230

V¥ Opgaveformulering

En funktion f er bestemt ved
f(x)=(x—8)-Inx, x>0.

a) Les ligningen f(x)=0.

|_b) Bestem en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P(l, /(1)).

V Besvarelse
f(x) = (x’—8)In(x) :

Via nulreglen ses at enten skal der er losningerne x=1 ( In(x)=0 ) eller x=2 (x3 —8=0:)

L Vibruger Maples indbyggede funktion: y = Tangent( f(x),x=1) =y=-Tx+7

T 243



V¥ Opgaveformulering

En funktion fer givet ved (2)
A
f(x)=a-x’ +b-x". /

Grafen for f* har et lokalt ekstremumspunkt 1

42,2)

punktet 4(2,2) .

a) Bestem konstanterne a og b.

V Besvarelse

unassign('a') 1 f(x) == ax +bx:

_ _ _f 1 ,_3
solve({f(2) =2, f(2)=0}, {a,b})—{a— 2,b 2}

¥V #10.mw
with(Gym) :
with(RealDomain) :

Y 701

V¥ Opgaveformulering

En funktion er givet ved: f(x,y) =+ X+ y2 +1
a. Bestem en ligning for niveaukurven z=5.
b. Bestem en ligning for niveaukurven z=k.
Hvilken punktmengde beskriver ligningen?
c. Tegn et plot af snitkurven for f(x,y) med xz-planen.
| d. Tegn et 3d plot af grafen for f(x,y).

V Besvarelse

\/x2+y2 +1=5 ®x2+y2=16:

Tallet 5 erstattes med a, hvilket giver ligningen:
2, .2 2 . )
x"+y =(a—1)": som er ligningen for en cirkel.

Konstanterne a og b kan derfo rfindes ved at lose de to ligninger:

Jeg satter funktionsvaerdien lig 5, hvilket giver folgende ligning:

| > (1)

Oplysningen om ekstremum i (2,2) betyder at ligningerne f(2)=2 og '(2)=0 gelder.

(9.8.2.1)




plot3d(\/ X +y2 + 1)

I xz-planen er y=0, sa her bliver plot(|x| + 1)
forskriften : 11
f(x,0)=+ 2 +1 =x+1:

7
Jeg tegner derfor et 2D-plot over xz-
planen og grafen ses til hojre. 3

-10 -5 0 5 10
X

Grafen er her tegnet i Maple Grafen er her tegnet i Geogebra. 3D grafik

slés til og 1 kommandolinjen skrives:
(x2+ 9705 +1

4

Y 702

¥ Opgaveformulering

En funktion er givet ved f(x,y) = e’/2 B

a. Bestem de partielle aflede.

b. Begrund at punktet P=(2,2,1) ligger pa grafen.
_ c. Bestem en ligning for tangentplanen i P.

V Besvarelse

Jeg definerer funktionen: f(x,y) = e’/2 B :
a)
og lader Maple beregne de partielle afledede:

<t diff (f(x, ). x) = _2xe_x2+y2 assign to a name Fe(x )




v diff (f(x3),v) 2y eixz +,2 assign to aname
b)

Jeg indsetter punktet i forskriften: f(2,2) =1
Det giver 1, sa det stemmer. Altsa ligger P pa grafen.

c)

Hvis jeg forst definerer: x,=2: y,=2: z,:=1:

S(x,p)

Vil Maple selv beregne tangentplanen ud fra dens generelle formel (196).

En ligningen for tangentplanen er:
z=2y T fx(Xp Vo) (X = X0) TH(Xp Vo) (¥ —¥p) =z=1 —4x+4y

Y 703

¥ Opgaveformulering

Der er givet forskriften f(x, y) = %xzy2 + y2 +x+ 10

a. Bestem de partielle afledede.
b. Bestem en ligning for tangentplanen 1 P=(1, 2, (1,2)).
c. Tegn grafen for f og tangentplanen i samme plot.

V Besvarelse

Jeg definerer funktionen: f(x,y) = %xz-y2 —I—y2 +x+10:
a)
og lader Maple beregne de partielle afledede:

2

assign to a name

X diff (f(x,p),x) ~2— 41 A gy, y)

assign to a name

v diff (f(x,),) ;x2y+2y f(xy)

b)
Hyvis jeg forst definerer: x,:=1: y,=2: z :=f(x0, J’o) =16

Vil Maple selv beregne tangentplanen ud fra dens generelle formel (196).

En ligningen for tangentplanen er:
z=zy Hfx(%0 1) (¥ — %) THh(Xp Vo) (¥ —Y) ==z=3+3x+5y

c)

Her ses graf for f(x,y) (gren) og tangentplan | plots|display](graph, tanPlane, p);
(red) og tangeringspunkt P (gul) i samme
plot.

with(plots) :
p = pointplot3d({[1, 2, 161}, color
= [yellow], symbol = solidsphere,




\ 4

\ 4

symbolsize=20 ) :

graph = plot3d({f(x,y) },x=-1.3,y=-1
.4, color =green) :

tanPlane = plot3d({3 +3x+5y},x=-0
.2,y=-0..3, color =red) :

704

V¥ Opgaveformulering

Der er givet forskriften f(x, y) =5 y —y2 +x—1
a. Bestem gradienten i punktet P=(4,3).
__ b. Bestem en ligning for planen der tangerer f(x,y) 1 P.

V¥ Besvarelse

a)

Jeg definerer funktionen: f(x,y) = xz-y—y2 +x—1:
og lader Maple beregne de partielle afledede:

assign to a name

- diﬁp(f(x,y)’X) 2xy +l assign to a name ﬁC(x’y)
v diff (f(x,),y) =2y —= frlx, )

25
Gradienten 1 (4,3) er vektoren: ( fx(4,3),/f(4,3)) = 0

b)

Hvis jeg forst definerer:  x,:=4: y,:=3: z ==f(x0, Y)

Vil Maple selv beregne tangentplanen ud fra dens generelle formel (196).
En ligningen for tangentplanen er:

z=z, +fx(x0,y0)-(x—x0) -I—fy(xo,yo)-(y—yo) =z=-88+25x+ 10y

705

¥ Opgaveformulering

Funktionen f(x,y) =3 X +3x y-2 y2 + 1 har to stationare punkter.
. a. Bestem koordinaterne til dem, samt deres funktionsverdier.

V Besvarelse

Jeg definerer funktionen: f(x,y) =3 X +3 Xy — 2y2 +1:
og lader Maple beregne de partielle afledede:

assign to a name

x: diff (f(x,y), x) 9x2+3y—>fx(x,y)




assign to a name

yodiff (f(x,y),y) 3x—4y f(x,p)

I stationare punkter er begge de partielle afledede 0, sé jeg loser:

1 3

solve([fi(x.3) =0.f(x,) =01) = fx= - .y=- ¢ |

Sa de to stationere punkter har koordinaterne (0, 0) og (-0.25, -0.1875).

og deres funktionsveardierer f(0,0) =1 og f(-0.25, -0.1875) = 1.02343750

Y 706

¥ Opgaveformulering

En funktionen har forskriften f(x, y) =x' + y4 —8x"+38 y2

a. Bestem de partielle afledede.

b. Find de stationare punkter.

| c. Tegn grafen og afger ved inspektion typen af de stationzre punkter.

V¥ Besvarelse
Jeg definerer funktionen f'(x,y) = X4 y4 —8x*+38 y2 :

og lader Maple beregne de partielle afledede:
assign to a name

X diff (f (x,),x) 42" =160 —————s fi(x,y)
. assign to a name
v diff (f(x,7),y) 4y +16y — Al y)
b)
I'stationaere punkter er begge de partielle afledede 0, sd jeg loser:
SOZV@( [fx(an’) =0,ﬁ’(%)’) =0]) = {X: _2ay:()}s {xzzsyzo}a {xzoayzo}

c)

Jeg plotter funktionen og velger relevante plot3d( f(x,y))
vardier pd akserne, for at kunne se de
stationere punkter.

For at vide hvad jeg skal velge pé z-aksen
beregner jeg funktionsvaerdien i de
stationzgre punkter:

f(-2,0)=—16, f(2,0) = —16, f(0,0)
=0

I

0

Jeg kan nu se pa figuren: |
at der er minimum 1 punkterne (-2,0) og (2,0) -
3

og saddel 1 (0,0).

Y 707



V¥ Opgaveformulering
En funktion af to variable er givet ved f(x, y) =x'—2 xy + y4
d d
. Bestem —— -
a. Bestem dxf og dyf

Grafen har 3 stationere punkter.
__ b. Bestem typen for hvert af dem ved beregning.

V Besvarelse

Jeg definerer funktionen: f(x, y) = X-2 xy+ y4 :
og lader Maple beregne de partielle afledede:
%f(x,y 4x P assign to a name dfic(x, )

assign to a name

d a3
dyf(x,y) 4y —2x dfy(x, y)

I stationare punkter er begge de partielle afledede 0, sé jeg loser:

solve( [dfi(x, y) =0, dfy(x, y) =01) = x=—%,y=—g], {x= 2 =42

Typen af de stationare punkter kan ses via grafen, afgeres via vaerdierne af de 2. ordens
partielle aflede 1 punkterne. Dem kan vi i1 dette tilfeelde klare med hovedregning og opskrive
dem direkte.

n _— 2 n _— n _— 2
S =12x og f " =-1 og f, "=12y
Nu kan vi indsatte koordinater for de respektive punkter og let beregne r, t og s:

I punktet (0,0)er (r, s, t) = (0, -1, 0) s& r-t < s* altsder der saddelpunkt.

I punkterne (- \/_ \/_ og ( \/_ \/_ ) har de 2.ordens afledede samme verdi,

nemlig:
- (r,s,t)=(6,-1,6)sart> s* og da bade r og t er positive er er der minimum.
g g p

Y 708

V¥ Opgaveformulering

3
En funktion er givet ved f(x,y) =3+ X — y2 +1

Bestem gradienten i (-2,3).
| Undersog om f har stationare punkter og bestem i givet fald deres type.

V¥ Besvarelse
a)
3
Jeg definerer funktionen: f(x,y) = 3- X- y2 + 1 : og bestemmer de partielle afledede:




3
4 x3 \/ x4 —y2 +1 assign to a name
—)

X diff (f(x,¥),x) I Se(x,p)
x —y +1
3T 2 .
x —y +1
—8.000000000

Gradienten 1 (-2,3) er vektoren: (fx(-2.,3), fy(-2.,3)) —1.500000000

b)

De partielle afledede er begge broker. De er kun 0 nar na@vneren er 0, dvs hvis bade x og y er
0.

(hvis indholdet under kvadratroden er 0, er telleren ogsa 0, men i givet fald er n@vneren det
ogsd, og sa er broken slet ikke defineret, dvs funktionen er slet ikke differentiabel nar
=1 4+1=0)

Sa der kun et stationzrt punkti (0,0).

c)

Jeg lader Maple beregne 2. ordens partielle aflede:

. 32 x6 12 x2 assign to a name
o diff ([ y), ) = - —— 2y 12O wimosne
3(x —y —|—1) (x —y —|—1)
16 x3y assign to a name

Xy: diff (f(x,p),x,y) =

3()64—)/24—1)“3 )

8 y2 2 assign to a name

yy: dW(f(an),y,y):' 513 - 213 —)t(x’y)
3(x4—y2+1) ! (x4—y2+1) !
Deres verdier i det stationgre punkt er: plot3d(f(x,y),x=-0.5..0.5,y=-0.5..0.5)
r(0,0) =0 s(0,0) =0 #(0,0.) =-2.00.
Da rt—s: erlig i(0,0), kan vi ikke 3.05
bruge vores regler til at afgere typen. -}'9 5
Men laver vi et plot, kan vi se atdet 283
stationare punkt er et saddelpunkt. 0.4
0 -0.4
ve MmoA -
¥ #11.mw
with(Gym) :
Y 801
Opgaveformulering

Vi ser pa vektorfunktionen 7) (t) = ( ) t+4 ) -5 <t <Ls.
r+2t-3
a. Tegn grafen med et verktej.



|_b. Bestem en ligning for kurven i xy-planen.

V¥ Besvarelse
Forst definerer jeg koordinatfunktionerne:
x(t) == t+4: y(t) = £+2¢t—3: ogvektorfunktionen: r() == (x(¢), y()) :

a) plot([x(2),y(1),t=-5.5])
Jeg plotter og bruger 'manipulator’ til at
zoome ind pa et omrade, der forekommer

relevant. igj\ /

b)
) ) isolate f
Isoleres t 1 paramterfunktionen for x: x=x(¢) _Boatetort —x —4

En ligning for grafen fas ved at indsatte dette 1 y(t): y=y(x —4) =
|y =x2 —6x+5

simplify symbolic

Y 802
V¥ Opgaveformulering

2t+3

2#—5]

Stedvektoren til et punkt P er givet ved 7’ (t) = (

a. Tegn grafen.
b. Bestem hastighedsfunktionen r'(t).
c. Angiv reringspunkt og ligning for den lodrette tangent.

V¥ Besvarelse
Forst definerer jeg kordinatfunktionerne:
x(t) =2 £—5: y(t) ==2t+3: ogvektorfunktionen: r(¢) == (x(¢),y(¢)) :

a) plot([x(2),y(1),t=-2.2])
Jeg plotter og bruger 'manipulator’ til at
zoome ind pa et relevant omrade, hvor

keeri :
ska&eringerne ses @ . o~
-5-4-3-2 0 1 2 3

F

b)




\ 4

41

Hastighedsfunktionen r'(t) lader jeg Maple beregne : 7'(7) = 5

c)
Paramtervaerdien hvor der er lodret tangent findes ved at lase x'(t)=0. Det ses at lasningen er
t=0.

-5
Reringspunktet P, for tangenten findes ved at indsatte t=0 1 r(t): P =r(0) = 3

Ligningen for den lodrette tangent er sa: x=-5.

803

V¥ Opgaveformulering
En vektorfunktion har parameterfremstillingen:
x=5—2t¢
y=8—27
a. Bestem koordinaterne til skeringerne med bade x- og y-aksen.
b. Bestem en ligning for kurven i xy-planen.
| c. Tegn grafen.

V¥ Besvarelse
Forst definerer jeg koordinatfunktionerne:
x(t) =5—2¢: y(t) =8—2 £ og vektorfunktionen: f(¢) == (x(¢), y(¢)) :

a)
Pé x-aksen ery 0, sé y(t) settes lig 0: y(¢) =0 ﬂ) {t=-=2},{t=2}

x-koordinaterne findes ved at inds@tte de funde paramtervaerdier 1 x(t):

x(-2)=9 og x(2)=1

Koordinaterne til skaeringspunkterne pa x-aksen er dermed: (9, 0) og (1, 0) .

Pé y-aksen er x 0, s& x(t) settes lig 0: x(z) =0 _solve, 2.500000000

y-koordinaten findes ved at indsatte den funde paramterveerdi i y(t): y(2.5) = —4.50
Koordinaterne til skaeringspunkt pa y-aksen er dermed: (0, -4.5) .

b)
Isoleres t i koordinatfunktionen x(t): x=5—2¢ _isolatefort -, _ % + %
implify symboli
En ligning for kurven fas ved at indsette dette 1 y(t): y = y( - % + % ) = Py ymere,
__ 9 _ 12
y=-5 ) +5x
c) plot([x(t), y(¢t),t=-10..10])

Jeg plotter og bruger 'manipulator’ til at zoome ind pa
det relevante omrade, hvor skaringerne ses.

| ——~.

1 2 4 6 8T




\ 4

Y

Y 804

Opgaveformulering
En kurve er givet ved parameterfremstillingen:

(x,y)=[ £ ! jt;&l

t—17 t—1
a. Bestem parameterveardierne til de punkter, hvor der er lodret tangent.

b. Bestem koordinaterne til reringspunkterne for de lodrette tangenter.

c. Tegn kurven og brug svarene fra a. og b. til at zoome ind i et omrade hvor reringspunkterne
er med.

Besvarelse
Forst definerer jeg koordinatfunktionerne:
2
x(t) == tt—l oy = t—tl . og vektorfunktionen: (z) = (x(¢), y(1)) :
a)

Paramtervaerdier hvor der er lodret tangent findes ved at lase x'(t)=0:
intervalsolve(x'(t) =0, r=-100..100) = [0, 2]

b)
Koordinaterne til reringspunkterne, for de lodrette tangenter findes ved at indsette de
fundeveaerdier i r(t):

0
0

4

0) =
r(0) 5

og r(2) =

c)

Jeg ved at jeg skal plotte grafen 1 et interval plot([x(t),y(t),t=-5.7])
der indeholder [0;2].

Jeg forsgger med [-5;7]. 3 L

Herefter skal jeg zoome ind séledes at 1

omradet fra 0 til 4 pa x-aksen og 0 til 2 pa y-

aksen er med. ' ' i ) ) y
4 2 4 6 8

I Maple bruger jeg 'manipulator' og zommer

flere gange, for at fi grafen til hojre.

(11.4.2.1)

VY 805
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t —2 sin(t)

Vektorfunktionen 7 (1) = ( )
r+1

) erdefinereti -t <t <m



a. Bestem reringspunkter for de lodrette tangenter.
b. Bestem reringspunkter for den vandrette tangent.
__ c. Bestem koordinaterne til grafens dobbeltpunkt.

V Besvarelse

Forst definerer jeg koordinatfunktionerne: plot([x(1), y(1), t=-1..%])
x(t) ==t— 2sin(t) : y(t) =F£+1:

og vektorfunktionen: r(¢) = (x(¢), y(t)) : 26§
For overblikkets skyld plotter jeg grafen og bruger

'manipulator’ til at zoome ind pé et omrade, med 1 _QN ) '
relevante karakteristika. 1-050 0.5 1

a)

n T
Lodrette tangent er der nar x'(t)=0: intervalsolve(x'(t) =0, t=-n..1t) =

)
Roringspunkterne, for de lodrette tangenter findes ved at indsette lgsningerne 1 1(t):

- ( T j 0.6849 - ( T j -0.6849
=rl-—< | = 0 =rl =~ | =
3.0 20966 | 3.0 2.0966

b)
Paramtervardier hvor der er vandret tangent findes ved at lose y'(t)=0: Det ses, at losningen er
t=0.

_ 0
Roringspunktet, for den vandrette tangent er sa : 7(0) = |
c)
Et dobbeltpunkt betyder at 2 forskellige parametervardier p og q medferer samme x og y-
kooordinat.

Dvs vi har ligningssystemet: x(p)=x(q) og y(p)=y(q).

Da y(t) er £ + 1, kan vi kun f samme y-vaerdi hvis p=-q, sé forste ligning bliver:
x(p) =x(-p):
intervalsolve(x(p) =x(-p),p=-n..1t) = [ —1.895494267, 0, 1.895494267 ]

Veardien 0 kasseres fordi plus og minus 0 er det samme, sé der er ikke tale om et dobbeltpunkt

Koordinaterne til dobbeltpunktet P bestemmmes ved at indsatte en af de andre vardier 1 r(t):
0.

P=r(1.895494267) =
4.592898516

Y 806




\ 4

\ 4

Opgaveformulering
ﬁ—zj

En vektorfunktion har fremstillingen 7’) (t) = [ s,
r—3t

a. Bestem evt. lodrette tangenter.
b. Bestem evt. vandrette tangenter.
c. Grafen har et dobbeltpunkt. Bestem dets koordinater.

Besvarelse

Forst definerer jeg koordinatfunktionerne: plot([x(t),y(t),t=-5.5])
x(t) =£—2: y(t) =7 —31¢:

og vektorfunktionen: r(¢) = (x(¢), y(?)) :

Jeg tegner ogsa grafen for overblikkets
skyld.

a)

Paramtervaerdier hvor der er lodret tangent findes ved at lose x'(¢1) =0 < 2t=0 < =0
x-koodinaten hvor der er lodret tangent findes ved at indsette t=0 1 x(t): x(0) = —2.
Ligningen for den lodrette tangent er dermed x=-2.

b)

t-veerdier for vandrette tangenter findes ved at lase y'(¢) =0 < 3 £F—3=0<« t=%1:
De y-koordinater hvor der er vandrette tangenter findes ved at indsatte de to lesninger 1 y(t):

y(1)==—-2 og y(-1)=2
Ligningerne for de vandrette tangenter bliver dermed: y=-2 og y=2.
c)
Hel‘ bl'ugel‘ Jeg S%tnlngen fra bogen, S¢€ g;}(glur:gnatfunktloneme til en vektorfunktionen er henholdsvis et 2.grads- og et
. 3 gradspolynomium, dvs pa formen:
skaermklip:

agt? + byt +c og Ayt + Byt?+ Cyt+ D

I denne Opgave cr koefﬁs(nenteme aO = AO er de to parametervaerdier til et evt dobbeltpunkt:
=1, q= —t+ [Bb—C—3p?
b= B=0 s& C=-3. Det indsettes i formlen: | noro-nya . 5-5ym 00 c-conc

Vi bemaerker at der ikke altid findes dobbeltpunkter, udtrykket under kvadratroden skal vaere ikke-
negativt. Men hvis der er et, s& er summen af de to parameterveerdier er p+q = -b.

+ [ Bp—C—2p? = Denne opgaves vektorfunktion:
T 4 g
-2

2
+V-(-3) r(1) =

ISy
W

q=-

£F—31

Koordinatettet til roringspunktet P, findes
ved at indsatte

1

en af vaerdierne 1 1(t): P=r(\/? ) = 0

Det ses at stemme med grafen.




\ 4
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3

r—3t+4

a. Den ene parametervardi til dobbeltpunktet er 2, hvad er den anden?
b. Bestem den spidse vinkel mellem tangenterne i dobbeltpunktet.

c. Bestem en ligning for den af tangenterne der ikke er vandret.

f—t—3j.

Givet vektorfunktionen 7 (1) = (

Besvarelse
Farst definerer jeg koordinatfunktionerne: plot([x(t), y(t),t=-2.5..2.5])
x(t) =7 -1-3:
y(t) =0 —31+4: 105/
og tegner grafen for overblikkets skyld. ﬁ\
"Q ;4 i 2 3 5\5\
a)

Vi ved fra s@tningen i bogen om dobbeltpunkter til polynomielle vektorfunktioner, at summen
af de to parametervaerdier p og q 1 dobbeltpunktet lagt sammen skal give -b, hvorb er

by _ -1

ag 1
Summen af p og q er altsa 1, og da p er 2, er den anden paramterveerdi -1.

=-1:*

*(hvor a, og b, er koeffiscienterne til anden og ferstegradsleddet i andengradspolynomiet.)

b)
En tangent i et punkt pa kurven har retningsvektoren v(¢) := (x'(¢), y'(?)) :
-3

0

Vinklen mellem disse 2 vektorer kan bestemmes ved: vinkel(v2, vl) = 108.4349488
Den spidse vinkel mellem tangenterne er sa 180 — 108.43 = 71.57 grader.

ogvl ==v(-1)=

3
Retningsvektorerne i p og q er sa: v2 :=v(2) = l 9

c)
_ : _ &9 _
Heldningen af den tangent der ikke er vandret er: a = ; =3 " 3:

—1

Punktet hvor den tangerer er: f(2) = . Sderb-vaerdieny, —a-x;=6 —3-(-1) =9

En ligning for tangenten er altsd: y=3x+9:
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En cirkel har parameterfremstillingen :
x\ (-4 +5-cos(?)
(y) (345 iy 0 i<2m
a. Angiv koordinaterne til cirklens centrum.
b. tegn cirklen med et verkto;.
Cirklen har to tangenter, der hvor den skerer x-aksen.
b. Bestem en parameterfremstilling for hver af disse tangenter.
| c. Bestem de vinkler disse tangenter danner med x-aksen.

V Besvarelse
a)

Centrum aflases 1 forskriften til (-4, 3)

a) plot( [x(t),y(t),t=0..27t])
Forst definerer jeg
koordinatfunktionerne:

x(1) :
y(t)

-4 +5cos(t) : og
3 4+ 5sin(¢) :

og vektorfunktionen:

S(t) = (x(2),y(0)) :

™. -6 -4 -2

b)
Parametervaerdierne for skaring med x-aksen bestemmes ved at lose y(t)=0:

ign t
n+ar0tan(i),275—arctan(%)}M,tx

intervalsolve(y(t) =0,7r=0.2 Tl:) = 4

og x-koordinaterne er sa: x(#&[1]) = —8 og x(&x[2]) =0

En tangent i et punkt pa kurven har retningsvektoren (x'(¢), y'(¢)) =

-5 sin(¢)
5 cos(t)

I de to skeeringer med x-aksen er retningsvektorerne derfor:
-5sin(#x[1]) 3 -5sin(#x[2]) 3
5 cos(&x[1]) —4 5 cos(&x[2]) 4




Vi kender nu bdde et punkt pa tangenterne og deres retningsvektorer sa
parameterfremstillingerne for tangenterne er:

X -8+3¢
(x,y) =(-8,0) +¢(3,-4) = = A og (x,y) =(0,0) +7(3,4) =
y -4t
X 3¢
y 4 ¢

Vinklen mellem tangenterne og x-aksen findes ved formlen: a =tan(v) < v=invtan(a) :

vl =ianan( %) =v1=53.13010234 og v2=ianan(_T4) v2=—53.13010234

V #12.mw
with(Gym) :

Y 901
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En stokastisk variabel X har folgende verdier og tilherende sandsynligheder.

X=x, 2 4 6 8 10

P(X=x,) 0,1 0,1 0,3 0,3
—p,

a. Bestem P(X=10) og P(X <6).
b. Bestem middelvardien af X.
_ c. Bestem spredningen for X.

V Besvarelse

a)

P(X=10)=1-01-01-03-03=02 PX<6)=01+01+03=05
b)

Middelverdiener p:=0.1-2 +0.1-4 +0.3-6 +0.3-8 +0.2-10 = 6.8

c)

n
o= ZP," (% — },L)z s& spredningen er:
i=1

01 (2—w) 00 (4—p) 03 (6—p) 403 (8 —p)  +02-(10 —p)° 240

T 902
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Du er blevet lokket til at spille et spil med 3 almindelige terninger.
Hvis du far 3 seksere vinder du 10kr.

Hvis du far 2 seksere vinder du 4Kkr.

I alle andre tilfelde taber du en krone.

a. Hvor meget vinder/taber du i gennemsnit per spil?

b. Hvad skal gevinsen vaere ved 3 seksere for at spillet balancerer, dvs den gennemsnitlige
__ gevinst er Okr?

V Besvarelse

a)
Antallet af seksere er binomialfordelt, Y~b (3, % ) )
Sandsynligheden for 3 seksere er dermed % .
6 216
1V (5725
Sandsynligheden for netop 2 seksere er 3- (E ) 16 ) =0
5 1 _25

Sandsynligheden for O eller 1 seksere er dermed 1 — 5 T 216 - 27

Vi kan nu opfatte gevinsten som en stokastisk variabel X med felgende sandsynligheder.

Antal seksere Oeller1 2 3
Gevinst X =X; -1 4 10
P(X=x;) =p; 25 S 1
27 72 216
Gennemsnitsgevinsten 1 spillet er s middelveerdien af X: -1 25 +4- = 4+ 10- B
& P Y 72 216
_ 65
108
b)
Spillet balancerer ndr gennemsnitet er 0, sa jeg loser ligningen:
B g S el g e 40y
27 72 216

| Gevinsten ved 3 seksere skal altsa veere 140kr for at spillet balancerer.

Y 903
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Fra en krukke med 100 kugler, 40 rade og 60 bla treekkes med tilbageleegning 30 kugler.
Antallet af rode kugler blandt de 30 opfatter vi som en stokastisk variabel X.

a. Begrund at X er binomialfordelt.



Y

b. Bestem middelvardi og spredning.

c. Tegn normalfordelingsappoximationen i samme plot som som et pindediagram for X.
d. Er 6 et normalt udfald for X?

_d. Er 21 et exceptionelt udfald for X?

V Besvarelse
a)

Der er kun to muligheder ved hver treekning, vi forventer at de enkelte udfald er uathaengige
og da der traekkes med tilbagelaegning er sandsynligheden den samme hver gang. Dermed er X
binomialfordelt.

b)
Sandsynligheden for succes/red p, er i hvert udfald 40/100=0.4.
Da der traekkes 30 gange er n=30 og middelverdien er sa 0.4-30 = 12.0

Spredningen for en binomialfordeling er y n-p- (1 —p) =+/30-0.4-0.6 =2.683281573

c)

Plottet kan let laves 1 Geogebra, via 'sandsynlighedslommeregneren'.

7.6

A1

Y : : : : :
0 5 10 15 20 25 30

u=12 o=26833

/" Binomial v
n |30 p 0.4

d)

Ifolge formelsamlingen ligger et 'normalt' udfald mindre end to standardafvigelser fra
middelverdien.

6 er mindre end 12 - 2*2,68, sa 6 er ikke et normalt udfald.

e)
Et 'exceptionelt' udfald er et der ligger leengere end 3 standardafvigelse fra middelvardien.
21 er starre en 12 +3*2,68 sa 21 er et exceptionelt udfald.

904




V¥ Opgaveformulering

10 venner er samlet for at se splatterfilm da alt lyset i huset pludselig gir ud. De treekker lod
om hvem der skal ga ned i keelderen alene og skifte sikringer. Da hverken lyset eller den
udsendte kommer tilbage gentager de processen 2 gange mere, med samme resultatet hver
gang. En mener dog at here nogle fjerne skrig.

a.
De beslutter derfor, at 3 skal udvelges blandt de overlevende for sammen at g ned i
kalderen. Pa hvor mange mader kan disse 3 personer udvalges?

b.
En af de resterende hedder Bo og en anden hedder Ib. Hvad er sandsynligheden for at bade
. Bo og Ib er blandt de udvalgte, hvis der traekkes lod tilfeldigt?

V Besvarelse
a)

Antallet af mader man kan velge 3 blandt de tilbageveerende 7 er binomialkoefficienten:
(7) _ 7! _7-6-5-4-3-2-1 _7-6-5 _7.5-135
3 3(7-3)!  3-2-1-4-3-2-1 3-2-1

b)
Hvis bade Bo og Ib er med 1 gruppen pa 3 er der 5 muligheder for at vaelge den sidste person.
Udvalget kan altsa sammensettes pa 5 mader ndr bdde Bo og Ib er med.

Da der 1 alt var 35 mulige udvalg, er sandsynligheden for at de begge er med % =

Y 905
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Pé en polsefabrik udtages en stikpreove pa 80 polser. Det viser sig at saltindholdet er for hojt 1
18 af dem.

_ Bestem et 95% konfidensinterval for stikpreveandelen.

V Besvarelse

Formel 255 fra formelsamlingen benyttes: [ / prp) +2 / LL }

Antalsparamteren n er 80 og stikprevenandelen er —— = 0.2250000000 M p

Y e +2/u]

[0.1316257530, 0.3183742470]

Dette indsattes

Konfidensintervallet for stikpreveandelen er altsa [0,132; 0,318].

Man kan ogsé regne det ud direkte (og mere korrekt) med en kommando fra Gympakken:



\_ konfidensinterval(18, 80, 0.95) = [0.133495, 0.316505]

Y 906
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Der er givet datasattet
X:=(1,2,3,4,5,6,8,10) :
Y := (0.008, 0.033, 0.074, 0.130, 0.204, 0.294, 0.522, 0.816) :

a) Bestem forskriften for den linere funktion der bedst modellerer datasattet.

b) Bestem residualerne og lav et residualplot.
Vurder om der ser ud til at vaere systematik i residualerne.

c¢) Bestem residualspredningen.
d) Bestem et 95% koeffidensinteval for heldnings-estimatet i modellen.

e) Vis pé en figur normalfordelingstilna@rmelsen til residualerne.
Kommenter om du pé den bagrund af figuren kan vurdere om residualerne er tilneermelsesvis

normalfordelte.

V Besvarelse
a)

Forst defineres 2 lister med data, og herefter | LinReg(X, Y)
bruges kommandoen LinReg fra Gym-

pakken: . .
Line&r regression

X:=(1,2,3,4,5,6,8,10) : y =

Y == (0.008, 0.033, 0.074, 0.130, 0.204, 0.
0.294, 0.522, 0.816) : 51___(,———-——’/

2345678910

Det aflases pa figuren at forskriften er:

f(x)=0.0893 x —0.175 X
b)
I Maple bruges kommandoen: plot(X, R, style= point)
R := residualer(X, Y, LinReg) ( ..,2) :
(Jeg har valgt ikke at skrive dem ud her). 4‘ -
Pa plottet til hajre ser der i hej grad ud til at ' 2 :; 4 5 6 7 é 9 ]b

vare en systematik i residualerne.

c)
Residualspredningen bestemmes ved: standardafvigelse(R, est =2) = 0.072630
d)
Koeffidensinterval for haldningen a er en del af output fra Maple kommandoen:




testLin(X, Y, konfidens =0.95)

a b
Koefficient 0.089266 -0.175046
Standardfejl 0.009017 0.050910
t-stat 9.899352 -3.438341
p-verdi 0.000061 0.013829
Nedre 95.00% 0.067201 -0.299618
gvre 95.00% 0.111330 -0.050474
Frihedsgrader 6
Det aflaeses at 95% konfidensintervallet for a er: [0, 0672;0, 1113 ]

e)
Under alle omstaendigheder vil det veere meget svert at sige noget om fordelingen med kun 8
datapunkter. Men metoden demonstreres.

Residualerne indskrives i Geogerbras
regneark, jeg laver et histogram,og slr
normalfordelingsfit til, (bl4 kurve).

Det er meget tydligt at histogrammet pa
ingen made ligner en gaussklokke, sé derer | 5 -

intet beleg for at sige af residualerne er
normalfordelte. /]

=
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Som 11 arig barn henning med luftgevaer hjemme i haven nér hans foreldre ikke var hjemme.
Han sked pa en afstand af 12m efter tomme daser med fldede tomater. Da han var i storform
ramte han i snit 74 ud af 100 gange.

Da hans mor opdagede det gemte hun luftgevaret et hemmeligt sted.

Senere da Henning var 18 fandt han en dag luftgevaeret blandt det storskrald hans mor havde
sat ud. Resolut gik han om 1 haven for at skyde igen. Han sked efter samme type déser pa
samme afstand, men kun 37 gange, idet han leb ter for hagl.

Maske var han blevet bedre, fordi han var &ldre og han motorik generelt var udviklet. P& den
anden side var han ude af treening, og blev jevnligt distraheret af naboens Ilse der tog solbad.
Sa maske var han alt i alt darligere. Vi ved det ikke med sikkerhed, kun at han ramte rigtigt 23

gange.
a)

Formuler en nulhpotese angdende Hennings skydefzerdighed.
b) Bestem acceptmangden for antallet af pletskud pé et 5%-niveau.

c) Bestem ogsa den kritiske mengde.




| d) Hvor heijt et signifikansniveau skal der til for at forkaste nulhypotesen?

V¥ Besvarelse

a)

Da der bade er mulighed for at han kan vare blevet bedre og dérligere, skal vi lave en tosidig
test, og nulhypotesen er : Hennings evner som skytte er uendrede.

b)

Da han enten rammer eller misser, bruger vi | binomialTest(n, p, 0.05, tosidet)
binomialfordelingen som model.
Sandsynlighedsparameteren er p = 0.74 :

Antalsparamteren er n := 37 : 0.0
I Maple kan testen udferes med 0.02
kommandoen:

o | -0.011 20725 30 35
Pé figuren kan vi se via de grenne pinde at X
acceptmangden er intervallet [22; 32].

c)

Den kritiske maengde er s komplementaermangden dvs.: [0;21]U[33;37]

d)

Hvis nulhypotesen skal forkastes, skal 23 lande i den kritiske mangde. Vi beregner derfor
sandsynligheden for at fa 23 eller feerre pletskud. Dvs P(X<23).

Det kan gores 1 Maple med kommandoen: bincdf (n, p, 23) = 0.07657483471

Da testen er tosidig, ligger kun halvdelen af sandsynligheden pé venstre side af den kritiske
meangde. S4 signifikansniveauet skal vaere det dobbelte, altsd ca 15%, for at hypotesen
forkastes.

KOMMENTAR. binomialTest(n, p, 0.154, tosidet)
Den kritiske mengde udgeres af de to rede 'haler' i
fordelingen. De har normalt ikke helt samme

sandsynlighedsmasse. 0.07

Men vi kan preve os frem, ved at gentage testen mens
vi gradvis haver signigfikansniveuaet.

Det viser sig at tallet 23 lige netop falder over ud i 202530 35
den kritiske mangde, nr signifikansnivauet nér 15, X
4%.
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Lungehindekreft er en sjelden sygdom, hvor en af de {3 kendte &rsag er asbestfibre. Tidligere
naboer til Dansk Eternit i Alborg har tilsyneladende en markant forhejet risiko for at fi
sygdommen. Asbest produktionen er forbudt for l&ngst, men det tager typisk 40 ar for man




bliver syg.

I Danmark er der 140 nye tilfeelde om aret.
Kilde: DR.dk 14. marts 2019 af Thea Deleuran Miiller, Karen Sigrid Jacobsen og Gitte Olsgaard

Man ved ikke hvad baggrundsfrekvensen er for lungehindekraft, dvs sandsynligheden for at fa
det, selv om man ikke har varet udsat for asbest. Men for opgavens skyld sattes den til

2:107° per ar.
a)

Vi vil gerne undersoge om asbest (eller andet ukendt) har fort til en hejere forekomst af
sygdommen i danmark. Formuler en relevant nulhypotese.

b) Bestem sandsynligheden for at se 140 tilfaelde eller mere om éret begrundet via
baggrundsfrekvensen.

c¢) Kan nulhypotesen forkastes pa et 1% signifikansniveau?

V¥ Besvarelse
a)
Nulhypotesen er at: sandsynligheden for at en tilfeeldig dansker far lungehindekreeft er ikke

storre end baggrundsfrekvensen pa 2- 107°.
Da vi kun undersgger muligheden for en forhgjet risiko, skal der laves en en ensidig test.

b)

Da man enten kan fa sygdommen eller ej, er der to udfald, og vi gatter pa at situationen kan
beskrives ved en normalfordeling. Det forudsetter at udfaldende er uath@ngige, og det regner
vimed, da det ikke smitter. Desuden skal alle have samme sandssynlighed for at fa det.Vi ved
faktisk ikke om det er rigtigt, maske er nogle mere arveligt disponerede end andre. Men for at
kunne regne pé det, gor vi den antagelse at sandsynligheden er den samme for alle.

Sandsynlighedsparameteren er p = 2- 107°:

Antalsparameteren er n := 5.75- 10°:
Antallet er successer vi vil teste pa er r := 140 :

Det vi skal undersege er sandsynligheden for at opleve antallet af syge er 140
eller hgjere dvs P(X > 140) =1 — P(X < 139) , nar p og n har de given vardier.
Den kummulerede binomialfordeling kan 1 Maple beregnes ved: bincdf(n,p.r).

Sa sandsynligheden for mindst 140 syge er: 1- bincdf(n, p, r) = 0.0103803682

c)
Sandsynligheden for at opleve det aktuelt observerede dvs 140 tilfeelde, er altsa lidt sterre end
1%, sd vi kan lige akkurat ikke forkaste nulhypotesen pd et 1% niveau.

¥ #13.mw
1. del uden hjelpemilder. Ma skrives i Maple, men skal regnes manuelt.

Y 1001
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I en gymnasieklasse har 8 af eleverne tilkendegivet, at de vil stille op til et af skolens
udvalg. Der skal vaelges 3 elever til udvalget.

|_a) Bestem pa hvor mange mader, man kan valge disse tre elever.

V¥ Besvarelse

Da der ikke forskel pa4 medlemmere 1 udvalget, sporges der til antallet af kombinationer:
(8) _ 8! _87-6-5-4-3-2-1 _8-7-6 _3.7=56

- \3 31-.(8-3)!  3-2-1-5-4-3-2-1 3-2-1

¥ 1002

V¥ Opgaveformulering

En linje / er bestemt ved parameterfremstillingen

HEHZE

a) Undersog, om punktet P(3.4)ligger pa .

, tER.

b) Bestem en ligning for /.

V¥ Besvarelse

a)

Forudsatningen for at P ligger pa 1 er at der findes et t der indsat giver koordinaterne (3,4).
Det ses at hvis x-koordinaten skal stemme skal t vaere -1,da 6 — 1-3 =3. Nar ter -1 bliver y-

koordinaten 2 — 1-(-2) =4. Des ses at det stemmer, si P ligger pd L.
b)

Vi kan aflase at en retningsvektor for | er ( _32
normalvektor for 1, og sd ved vi at linjen har ligningen:

2x+3y+c=0. c kan bestemmes ved at indsatte det kendt punkt og lese mht til c:
2:3434+c=0<c=-18.

) . Derfor er den tvarvektor @) en

_ Dvsen ligning forler 2x +3y — 18 =0.

1003

T Opgaveformulering



Et andengradspolynomium / er bestemt ved
f(x)=x"—4x+3.
a) Les andengradsligningen f(x)=0.

b) Tegn graten for 1.

¢) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 punktet P(0,3).

V¥ Besvarelse

a)

Vi kan indsette 1 losningsformlen der kan slas op i1 formelsamlingen. Det er helt OK.

Vi kan ogsé gatte, og vi ved at ndr a=1 er produktet af radderne lig ¢ der her er 3 og deres sum
er -b, der her er 4.

Hermed kan vi let se at radderne er 1 og 3.

b)
x-koodinaten til toppunktet er plot( Y —4x+ 3,x=-2.6)
b _ -4 _ . o
a2 2, og y-koordinaten er sa
2 —4.243=—1. 15
Derudover bestemmer jeg f(4) =f(0) =3 10
0g

F5)=f(-1)=(-1)>—4-(-1) +3=38.

Hermed har jeg 7 stottepunkter og grafen
kan nu tegnes (skitseres). (Jeg har brugt
Maple)

c)
Den afledte funktion f'(x) er 2x-4. Sa f'(0) er -4. f(0) er 3. Disse verdier indsattes i:
Tangentens ligningny(xO) (x —xo) -I—f(xo) < y=-4(x—0) + 3) < y=-4x+3.

Y 1004

V¥ Opgaveformulering




\ 4

\ 4

Y

I et koordinatsystem er to vektorer @ og b givet ved

(3 g (51
a= 8] = .
2] °® -3

a) Forklar linje for linje nedenstaende udregninger. Benyt eventuelt vedlagte bilag.

—

a-b=0

25

3.(5t—1)+2¢-(~3)=0

15¢-3—-6t=0
9t=3

1

==

3

b) Forklar den geometriske betydning af den fundne losning ¢ = 1 til ligningen a- b=0.

Besvarelse
_)

I forste skridt indsettes de givne koordinater for vektoren a og b.
I neeste skridt bruges definitionen pé prikprodukt.

I naeste skridt ganges ind 1 parenteserne under anvendelse af den distributive lov.

I naeste skridt legges 3 til pa begge sider af lighedstegnet og 15t-6t reduceres til 9t.
I sidste skridt divideres med 9 pa begge sider og braken forkortes med 3.

¥ 1005

Opgaveformulering

En funktion fer bestemt ved
f(x)=(x" +3x)-In(x), x> 0.

a) Bestem f/(1).

Besvarelse

Forst finder jeg den afledede funktion 1 det jeg bruger reeglen (f-g)'=f"g +f-g'.

f(x)=(2x+3) In(x) +(x2+3x)-%

Herefter indsatter jeg 1: f'(1) =(2-1 +3)-In(1) + (12+3-1)-% =5-0+4-1=4



2. del med hjelpemidler
with(Gym) :

Y 1006

¥ Opgaveformulering
En linje / er givet ved ligningen
—5x+3y—9=0.
a) Bestem skaringspunktet mellem / og andenaksen.

b) Bestem den spidse vinkel mellem / og andenaksen.

V¥ Besvarelse

a)

Ligningen omskrives til formen axtb: -5x+3y—9=0 < y= %x +3.
Skeeringen med 2.aksen er 1(0,b) dvs 1(0,3).

b)
Healdningen a er 5/3 og vinklen mellem 1-aksen og linjen er invTan(a)=invIan ( % )
59.03624349

Den er mindre end 90 grader, sa det er den jeg er ude efter.
Den spidse vinkel mellem linjen og 2.aksen er sa : (90-59,04) grader=30,96grader.

Y 1007

V¥ Opgaveformulering

Tabellen viser veerdierne for en stokastisk variabel X sammen med nogle af de tilhorende
sandsynligheder.

X=x 3 7 11 20

P(X =x,) 0,2 0,125 0,5

a) Bestem P(X =20).

b) Bestem middelverdi og spredning for X.




V¥ Besvarelse

a)

Summen af alle sandsynligheder skal give 1 s& P(X=20)er 1 —0.2 —0.125 — 0.5 = 0.175.
b)

Det er let at beregne middelvaerdien som den sandsynlighedsvaegtede summen af alle verdier
for X: 0.2-3 +0.125-7 +0.5-11 +0.175-20 = 10.475.

Man kan ogsé bruge Maple, vi begynder med at definere en matrice med vardierne:

3 0.2
7 0.125
obs = D=
11 0.5
20 0.175

Herefter kan middelvardien beregnes ved: middel(obs) = 10.4750000000000
og spredningen ved: spredning(obs) 5.35717976177765.

YV 1008

¥ Opgaveformulering

Vandstanden ved en sandbanke 1 Vadehavet athaenger af tidevandet. I en model kan
vandstanden ved sandbanken som funktion af tiden beskrives ved

f()=0,73-5in(0,524-1 +4,71)+ 0,73, 0<r<24,

hvor f(¢f) betegner vandstanden ved sandbanken (malt 1 meter) til tidspunktet 7 (malt 1

timer efter midnat).
a) Tegn grafen for f.

Pa sandbanken kan der samles @sters, nar vandstanden er lavere end 0.2 m. En fisker
starter en bestemt dag kl. 11.00 med at samle osters pa sandbanken.

b) Bestem, hvor lang tid fiskeren kan samle esters, inden vandstanden igen overstiger
0,2 m.

V¥ Besvarelse
Forst defineres funktionen: f(¢) := 0.73-sin(0.524-¢ +4.71) +0.73 :

a)
Grafen tegnes med kommandoen: plot( f(¢),t=0..24)




b)

derfor Maple klommandoen "Numerically solve from point', med 13 som input
solve

f(t) =02 — 13.44244916

Den tid fiskeren har til at fange osters er altsa ca 13.44 — 11 = 2.44timer.

Y 1009

¥ Opgaveformulering
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Year
Opteelling af graseelunger pa Sable Island ved Nova Scotia i Canada

Gennem en drreekke har man pa Sable Island hvert ar optalt antallet af unger, som graseler
fik. T en model kan udviklingen i antallet af grasalers unger pa Sable Island beskrives ved

N()=787-1,14",
hvor N(¢) betegner antal graselunger til tidspunktet 7 (malt i antal ar efter 1970).
a) Bestem N'(7).

b) Bestem N'(20), og giv en fortolkning af dette tal.

V Besvarelse

Forst defineres funktionen: N (¢) := 787 114"
a)

1.4+
11
0.6
0! _ 1
5 10 15 20
t

Vi kan se pd grafen at tidspunktet hvor vandstanden er 0,2 m ma ligger lidt efter 12. Vi bruger



Maple kan direkte bestemme N'(7) = 103.1192425 1.14
b)
Maple kan direkte bestemme N'(20) = 1417.218265

Tallet 1417 forteeller at i 1990 voksede antallet af grasaelunger pa Sable Island arligt med ca
1417.

Y 1010

V¥ Opgaveformulering

I krydsningsforseg med en bestemt type blomster forventes det ifolge @
Mendels love, at 75% af blomsterne vil veere redviolette, og 25% af whitio My
blomsterne vil vare hvide. W<

For at teste, om blomsternes farver folger Mendels love, udforte man ® Q @
. o2
et konkret krydsningsforseg med denne type blomster. Her Q

—} Ww Ww
observerede man, at der var 705 redviolette og 224 hvide blomster. T Q @
a) Opstil en nulhypotese, der kan benyttes til at teste, om 9

blomsternes farver folger Mendels love. .
.ka w
b) Bestem de forventede vaerdier under antagelse af, at nulhypotesen J 9 @
er sand. =~ é , é}
lilta (Ww)  (w
¢) Benyt et binomialtest til at undersoge, om man kan forkaste .

nulhypotesen pa et 5% signifikansniveau.

V¥ Besvarelse

a)

Nulhypotesen er at: 75% af den aktuelle type krydsede blomster generelt er redviolette (og
resten er hvide).

b)

Summen af blomster i det konkrete forseg var 705 + 224 = 929.

Den forventede mengde redviolette er derfor 0.75-929 = 696.75 og den forventede mangde
hvide 0.25-929 =232.25.

c)

Da béde afvigelser til den ene og den anden side vi afkrefte hypotesen udferes en tosidig test.
Det kan Maple gore med kommandoen: binomialTest(929, 0.75, 0.05, tosidet)




0.00030

0.00020;

700 720 740 760 780

X

Her kan vi efter at have zoomet begavet ind, se at 705 ligger i acceptmangden.
Nulhypotesen kan altsé ikke forkastes pa et 5% niveau.

ALTERNATIVT

Da maple skal tegne beregne hejden af alle pinde og tegne dem alle pa grafen, tager det lidt
tid, og vi er i udkanten af hvad der kan klares med denne metode.

Hvis n er meget stor 'hanger' Maple bare. Vi kan i stedet via fordelingsfunktionen for
binomialfordelingen beregne P(X>705) = 1-P(X<704).

1 - bincdf (929, 0.75, 704) = 0.2799363853

Vi ser at dette tal er langt over de 2,5% vi skal ligge under, hvis nulhypotesen skal afvises, sa
den kan ikke forkastes.

Hvis 704 have varet mindre en forventningsvaerdien pa 696,75 skulle vi istedet have beregnet
P(X<704) uden at trekke det fra 1.

¥ 1011
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\ 4

2)

— (1)
figur :

Pa billedet ses facaden af en bygning. Pa figuren ses en model af facaden indtegnet 1 et
koordinatsystem med enheden meter pa begge akser. I modellen har facadens profil form som
en del af en parabel, der er grafen for et andengradspolynomium f. Det oplyses, at hojden af
facaden er 45 m og bredden af facaden er 60 m.

a) Bestem koordinatsaettet til hvert af parablens skeeringspunkter med koordinatakserne.

b) Bestem en forskrift for f.

Besvarelse
a)
Skeeringerne med x-aksen er i punkterne (-30,0) og (30,0).

Skeringerne med y-aksen er 1 punktet (0,45).
b)

Da vi kender 3 punkter er det meget let at PolyReg([-30,0,30],[0,45,0],2) =

lave en polynomiel regression med grad=2, . .
og vi kan nu aflaese at forskriften. Kvadratisk regression

— . T\J ——

— ——
— e

Da vi ved grafen er symmetrisk er det meget
lille 1.gradsled blot en afrundingsfejl som vi

ignorer. ~30-20-10 0 10 20 30

Dvs forskriften for f(x) er : X
f(x) =-0.05-x> + 45,

ALTERNATIVT
Da vi ved grafen er symmetrisk er forskriften pa formen f(x) =a X+ ¢, og da grafen skaerer
1(0,45) er c=45.

solve

Sa vi kan blot indsette fx punktet (0,30) og lase mht til a: a-30% +45.=0
{a=—0.05000000000 }

Ligningen er endda sa simpel, at vi kan lese den manuelt:



4 _ 5
9-100 100

4302 +45=0  a-30°=-45 < q = P o 4= —-0.05

30°

Y 1012

¥ Opgaveformulering

En cirkel har centrum 1 punktet C(4,2) og radmus 3.

a) Opskriv en ligning for cirklen.

En ret linje / er givet pa formen y=+k-x, hvor £ >0.

b) Bestem veardien af £, sa / er en tangent til cirklen.

V¥ Besvarelse

a)

Nér cirklens ligning er pa formen: (x —a )2 +y—>
centrum og r, er radius.

Sa en ligning for cirklen er: (x — 4)2 + (y— 2)2 =9,

)2 = rz, ved vi at (a,b) er koordinaterne til

b)
Da linjen tangeres cirklen afstanden fra linjen til cirklens centrum lig radius.
J= la-x +b-y+ |

N, @+ b

Formlen forudsatter at linjes ligning er pa formen a-x +b-y +c¢=0.
I dette tilfelde far vi y=k-x=0 < y —k-x=0,sdaer 1,ber-k ogcer0.

Den generelle ligning for afstand fra punkt til linje er:

Vi kan derfor indsatte i formlen for afstand fra punkt til linje, satte lig 3 og lose mht k.

V4 +2°

Da det er oplyst at k skal vaere positiv, kasseres den negative lgsning og svaret bliver:

|k har veerdien: 33 +2 9%, 87083

¥ #14mw

2 af opgaverne er 1 det 'ekstra emne' der varierer fra ar til dr, og som I selv skal s&tte jer ind 1 via et
'forberedelsesmateriale' bl.a. via 6 timers vejledning.

Disse opgaver er taget med for at I kan se dem, men I skal ikke lave dem, da vi ikke har brugt tid pa
at seette os ind 1 det vejledende forberedelsesamteriale.

Disse opgaver er markeret med 'skal ikke regnes'.

1. del uden hjelpemilder. M4 skrives i Maple, men skal regnes manuelt.




Y 1101

V¥ Opgaveformulering

I et koordinatsystem bevager et punkt P sig saledes, (2)
at til tidspunktet 7 er stedvektoren 7 (7) til P er givet ‘/

ved

[y —
12

r(r) =

, 4<r<4.
7 (1)

» (1)

a) Bestem hastighedsvektoren til tidspunktet f =2.

¥ Besvarelse
Hastighedsvektoren er den afledte af stedvektoren: v(¢) =7'(t) = ((ZZ +1—2)", (tz) ') =
2t+1

2t+1,21 =
2t

Hastighedsvektorens verdi til tidsunkte t=2 findes ved indsattelse: (2-2 +1,2-2) =

Y 1102

¥ Opgaveformulering

En funktion f er bestemt ved

f(x)=3x" +2x+1 .

i a) Bestem jff(x) dx.

V Besvarelse

2 2
2
Jf(x)dx=J 3 +2x+1de= [+ +x][ =2+ 22 +2 - (P +1°+1) =11
1 1

Y 1103

Opgaveformulering




En vektor v og en matrix M er givet ved

N 1 0o 2
V= og M = .
4 5 3

a) Bestem M*-V.

Besvarelse
| L Skal ikke regnes.

¥ 1104

V¥ Opgaveformulering

I en model kan udviklingen af treemassen 1 en bestemt skov beskrives ved en funktion A,
hvor M (r) betegner treemassen (malt 1 kg) til tidspunktet 7 (malt 1 ar). I modellen er

vaeksthastigheden 1 traemassen proportional med treemassen. Det oplyses, at
proportionalitetskonstanten er 1,04,

a) Opskriv en differentialligning, som M ma opfylde.

V Besvarelse

M(t) betegner tremassen og vaksthastigheden af denne er det samme som den afledte
funktion der betegnes M'(t).

Da disse er proportionale (y=k*x) og k er 1,04 bliver differentialligningen:

M(t) =1.04-M(1).

| Eller med alternativ notation: y'=1.04-y.

Y 1105

V¥ Opgaveformulering
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Pa figuren ses haldningsfeltet horende til en differentialligning.
a) Skitsér den losningskurve, der gar gennem punktet P(—2,4).

V Besvarelse

S4 en lesning indtegnes ved at begynde i punktet og sé efter bedste evne at forbinde

linjeelementerne til en kurve.
Jeg har indtegnet laesningskurven pa figuren. Det er gjort ved at tage et skaeermklip dbne det i et
Det er som i kan se svert at tegne 1 frthdnd med en mus.

Et heldningsfelt viser linjeelementer der er 'sma tangentstykker'. En losning i et givet punkt
tegneprogram (paint pa windows) tegne kurven tage et nyt skeermklip og indsatte det her.

skal derfor vare parallelt med linjeelementet 1 punktet.
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V¥ Opgaveformulering

VY 1106




En bestemt type korn haeldes 1 poser. Vagten af de enkelte poser med korn noteres. Den
stokastiske variabel X angiver den faktiske vagt at korn 1 en pose (malt 1 kg). Det oplyses,
at X er normalfordelt. Pa figuren ses grafen for fordelingsfunktionen F for X.

(2)

F \

l 4

0 . » (1)
0 5

a) Bestem E(X), og forklar betydningen af dette tal.

V Besvarelse

Nér X er normalfordelt er middelvardien af X lig x-koordinaten til vendepukktet pé grafen for
fordelingsfunktionen F.

Da F yderligere er rotationssymetrisk er det x-koordinaten til det punkt der ligger midt mellem
0 og 1 pa-aksen.

Endu en méde at sige det pa (som kan sta alene) er at middelvardien er lig medianen (50%-
fraktilen) for en normalfordeling.

Sa man starter pa y-aksen ved y=0,5 gér vandret hent til grafen rammes og herefter lodret ned
pa x-aksen og aflaser.

Det ses at E(x) er ca 25.

Da middelverdien er lig medianen, kan vi lige sa vel svare ved at forklare betydningen af
sidstnaevnte. Det er lettere at formulere kort:
| [ Det er den vaerdi som 50% af observationerne forventes at vare mindre end eller lig med.

¥ 1107

V¥ Opgaveformulering




En funktion f er en lesning til differentialligningen

DY aeqt
dx x

Grafen for f/ gar gennem punktet P(2,6).

a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 P.

V Besvarelse

Tangentens haldning 1 punktet er f'(x)=dy/dx som kan beregnes ved indsattelse: 6/2+3*2+1=
10.
Tangentens ligning har den generelle formel: y =7' (xo) : (x — xo) +f (%)

Da vi ved at xo er 2, f(x0) er 6 og f'(xo0) er 10, er det bare at indsette,
| sdtangentens ligningiPer: y=10-(x —2) +6 <& y=10x — 14

V1108

¥ Opgaveformulering
En bold er ophaengt 1 en fjeder 1 et lokale. Bolden svinger langsomt

op og ned. Boldens bevagelse kan beskrives ved den
trigonometriske funktion givet ved

S()=3-sin(F7w-)+5,

hvor f(7) betegner boldens afstand over gulvet (malt 1 dm) til
tidspunktet 7 (malt 1 sekunder).

a) Bestem perioden T for boldens svingning.

b) Tegn grafen for f over to perioder. 70)

V Besvarelse
a)
f()=4-sin(®1-f) +y,




\ 4

\ 4

) 21 T , 27
Vived ogsé at 7= —— Det ses at her er @ = — saperioden T er: =4,

: B

b)

Vi ved at grafen skal have 'facon' som sin(x) dvs begynde opad med vendepunkt pa y-aksen.

Derudover skal en have Amplituden 3 og vere loftet opad med 5.
Da vi ogsé ved at den gentager sig selv med en periode pa 4, kan vi skitsere en graf over 2
perioder.

#

8

g

Y1109

Opgaveformulering
En funktion fer givet ved
F(x)=(x* =5x+6)-In(x* +1).
a) Bestem f/(0).
b) Los ligningen f(x)=0.

Besvarelse
a)

Forst beregnes
f(x) =(x2—5x+6)"ln(x2+ 1) + (x2—5x+6)-(ln(x2+1))'=



(2x—5)-1n(x2—|—1)+(x2—5x+6)- 7 2 x
x +1
Herefter beregnes ved indsattelse:
£1(0)=(2:0=5)-In(0* +1) + (0 —5-0+6)- 021 2:0=0
+

b)
Hvis f(x) skal vare 0 forteller nulreglen at lasningerne enten tilfredsstiller
In(x*+1) =0 < x=0

eller ¥* — 5 x + 6 =0. Man kan bruge losningsformlen, eller ogsé bare (evt via gaettereglen)
gatte/se at radderne er 2 og 3.

| L Sa lesningsmangden til ligningen f(x)=0 er altsd L={0,2,3}

V1110
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Pa figuren ses en skitse af graferne for to funktioner fog g.

(2)
A

Graferne for fog g afgraeenser en punktmangde M, der har et areal.

Tabellen viser nogle funktionsverdier for funktionerne £, g, F og G. hvor F og G betegner
henholdsvis en stamfunktion til f og en stamfunktion til g .

x 0 1 2
J(x) 0 49 0
g(x) 0 —47 0
F(x) 0 36 66
G(x) 0 —34 —62

a) Bestem arealet af M.

V¥ Besvarelse
Arealet af M er arealet mellem de to grafer, og da f ligger overst er det lig integralet




\ 4

\ 4

Da f(x) og g(x) har samme veerdi (0) i bade x=0 og x=2 er det mellem disse to verdier der skal
integreres, dvs a er 0 og b er 2.

Sé far vi atarealetaf M er F(2) — G(2) — (F(0) —G(0)) =66 — (-62) — (0 —0) =128.

V1111

Opgaveformulering
Pa figuren ses en ret linje / gennem punkterne 4 og 2)
B. Desuden er et rektangel indskrevet 1 trekant

OAB som vist pa figuren. A(0,4)

1) Bestem arealet af rektanglet som funktion af x.

b) Bestem den verdi af x, der gor arealet af
rektanglet storst muligt.

> (1
O X \9(2,0)

Besvarelse

a)

Da vi kende 2 punkter pa 1, kan dens ligning bestemmes. b er 4 og a mé vere -4/2=-2. Dvs |
har ligningen y=-2x+4.

Da rektanglet R's hjorne ligger pa 1 kan y-koordinaten og dermed hgjden af R bestemmes ved
indsattelse .

Men x indsat pa x's plads giver jo bare det samme sé h er -2x+4 s rektanglets areal er
A=x-(-2x+4) =2 +4x

b)

Formlen for A er et 2.gradspolynomium, og da koefficienten til 2.gradsledet a=-2 er negativ

har den maksimum i toppunktet.

Arealet af R er altsd storst 1 toppunktets x-koordinat: x =- Zb =5 (4 %) =1.
a (-

2. del med hjelpemidler
with(Gym) :
with(RealDomain) :

V1112
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En funktion fer givet ved
. —15<x<0

f@={ —
N—x" +352x+ 36, 0<x <44

I en model danner grafen for fen kurve. der har samume form som hver af de 47 lameller.
der udger lampen pa billedet nedenfor. Alle mal er i cm.

a) Tegn grafen for f.

b) Bestem lengden af den krumme del af én af de 47 lameller.

V Besvarelse
a)

Opgaven her er blot at vide hvordan man indtaster en gaffelforskrift med granser i det vaerktej

man bruger.
I maple gores det sddan (Se under palletten 'Expression')

6 x <0

f(x) =

J-2+52x+36 x>0

Herefter kan vi plotte grafen. Det viser sig at man er nedt til selv at kontrollere hvilket omrade
pa x-aksen man vil have vist grafen for, selv om f er defineret i et interval.
plot( f(x),x=-15..44)




25-:
15-:
-10 0 10 20 30 40

X

b)
For at bestemme kurvelengden L, af en graf tyer vi til formelsamlingen. Her kan vi lese
(formel 171):
b 44
L =J V1 —l—f'(x)2 dx. Sa vi indsatter og far at kurvelaengden er : J 1 —I—]"(x)2 dx =
a 0.0
55.61849108

V1113
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En kvinde har gennem en periode 1 forbindelse med sine lobeture noteret sammenherende
veerdier af' den gennemsnitlige lobetid pr. km og sin vagt umiddelbart for lobeturen.
Resultaterne fremgér af tabellen nedenfor.

Vagt
83,1 83,0 75.5 75.2
(kg)
Gennemsnitlig
lebetid pr. km 6.59 6,49 .. 6,29 6,23
(minutter)

(Resten af rabellen findes i bilaget. ™ stxAl Bilag 1 Opgave 13 Data for lob.xlsx”)

I en model antages det, at den gennemsnitlige lobetid pr. km (malt i minutter) som
funktion af veegten (malt i kg) kan beskrives ved en linezer funktion. Modellen bestemmes
ved linezr regression pa tabellens data.

a) Benyt residualplottet til at vurdere modellen.

b) Gor rede for, at residualerne med god tiln®rmelse kan siges at vare normalfordelte, og
bestem et 95%-konfidensinterval for heldningskoetficienten 1 modellen.

V Besvarelse

Jeg bruger her min egen app. Den ligger her: http://www.techlord.dk/MatBog2017/fitExcel.
html

Omdgeb excelfilen til zip, g& ind under mappen-->x1-->wirksheets-->og treek filen :'sheets.xml'
til skriveborder, s& udpakkes den automatisk.

Traek den herefter fra skrivebordet til det gronne felt 1 appen. S& far man automatisk
nedenstiende (og mere til, jeg har kun klippet det relevante ud).

LINEER REGRESSION fix)=ax+b

PUNETPLOT RISIDUALPLOT RESIDUALFREKVENSER med Gaussfit
. .
Y. -
- * - - - - - L]
- - . L . ..
- -
5 - '. a
A
& L] (] -
- - - - - -
L] . 1.‘ .
. .
. . . | | l
-0.11 o 011
f(x)=0.041038-x+3.146603 Konfidensinterval for hzldning a: Risdualspredning o: 0.05418
Determinationskoefficienten RY: 0.757 [0.0349¢; 0.0471]




a)

Det er meget svaert at sige hvad man kan konkludere ud fra residualplottet (det midterste).
Man kan sige at der ikke ser ud til at veere en systematik i afvigelserne, dermed forekommer
det ikke oplagt at man kan finde bedre (simpel) model. Efter min vurdering kan man egentligt
ikke sige mere..

Se man pé selve regressionsplottet til hojre, bemarker man at afvigelserne er er store 1 forhold
til bredden af variationsintervallet. P4 den anden side ser det i hej grad ud til at den linzre
model indfanger den systematik der er i data. De er maske bare ikke mere systematik i data.

b)

Som det ses leverer appen direkte et 95%konfidensinterval : [0.03498;0.0471].

Pé det sidste plot til hegjre ses en normalfordelingsapprokssimation (bla kurve) til residualerne.
Af den fremgar det tydeligt at residualerne JKKE er normalfordelte. Det er en fejl i opgaven.

V1114
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Tabellen viser sandsynlighedsfeltet for en stokastisk variabel .Y, der 'y
angiver en spillers fortjeneste (malt i kr.) i et bestemt spil. &

Det oplyses, at a er et positivt tal.

Fortjeneste (kr.) -10 a a’
Sandsynlighed 0.70 0,20 0.10

Grafik: www.colourbox.dk

Middelvaerdien for X angiver gennemsnittet for en spillers
fortjeneste.

a) Bestem gennemsnittet for en spillers fortjeneste, nar a =35 .

b) Bestem de verdier af a, som gor, at en spiller i gennemsnit vinder penge pa at spille.

V¥ Besvarelse

a)

Gennemsnittet beregnes som den sandsynlighedsvegtede sum af vaerdierne (fortjenesterne) af
den stokastiske variabel.

Dvs. ndraer 5 er E(X)=0.7-(-10) +0.2-5 +0.1-57 = —3.5.

b)
Gennemsnitsfortjenesten f kan opfattes som en funktion af a:
fla) =0.7-(-10) +02-a +0.1-a*=a—-10-0.7 + 02 a + 0.1 a°

Der tale om et 2.gradspolynomium i a, med grenene/benene opad (da koeffiscienten til 2.

gradsleddet er positiv) s& funktionen er [positiv udenfor intevallet mellem readderne.
solve

Radderne bestemmes ved f(a) =0 —— {a =7.426149773}, {a = —9.426149773 }

En spiller vil derfor vinde i gennemsnit ndr a er mindre end -9,426, eller nér a er storre end




Grafik: www colourbox.dk

I et akvarium kan temperaturen under opvarmning som funktion af tiden beskrives ved
ditferentialligningsmodellen

T\ s4_0.250.(T—22),

X

hvor T'(x) betegner temperaturen (malt i °C) i akvariet til tidspunktet x (malt 1 timer efter

pabegyndt opvarmning). Det oplyses. at temperaturen i akvariet er 22°C, nar
opvarmningen starter.

a) Bestem temperaturens veeksthastighed. nar temperaturen i akvariet er 26°C.
Akvariets ejer har kobt en sart akvariefisk, der ikke taler temperaturer under 27°C.

b) Benyt modellen til at bestemme, hvor lang tid der gar, fra opvarmningen er pabegyndt,
til det er sikkert at slippe fisken ned i akvariet.

V Besvarelse
a)

Veakshastigheden er netop dT/dx som der stér pd venstresiden, s for at bestemme den
indsattes 26 grader pa hgjresiden:

dr d

— =154 —0.259(26 —22) = — T(x) =0.504

dx ( ) =g Tx)
Temperaturen vokser altsa med ca 0,5 grader per time nér den er 26 grader.
b)

Vi bruge Maple til at lose differentialligningen:
dsolve([T'(x) =1.54 —0.259(T(x) —22), T(0) =221])

_259«x
1000
T(x) = 1(;4 _ 220 Z - (14.15.2.1)
_259x
. .. 1034 220 e 1000 solve
Vi lgser nu ligningen T(x)=27: 37 37 =27 —— 7.097604189

| Dvs der gar ca 7,1 time fra opvarmningen pa bgyndes til fisken kan slippes ned 1 akvariet.



YV 1116
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En vektorfunktion 7 er givet ved (2)
A

reR.

F(r):[fi 12;],

=2

Pa banekurven for 7 er punktet O et 0
dobbeltpunkt herende til /-vaerdierne

r=-2o0gt=i,. /
» (1)

a) Bestem koordinatsettet til punktet O,
og bestem 7.

b) Bestem den spidse vinkel mellem banekurvens to tangenter 1 punktet Q.

V Besvarelse

a)
Q's koordinater findes ved indsattelse: Q= (( —2)3 —12-(-2), (—2)2 — 2 —2)) =
0= (16,38)

Nér koordinatfunktionerne har grad 2 og 3, ved vi fra s@tningen 1 bogen at: 'summen af de to
parameterverdier i et dobbeltpunkt er altid p+q = - bo/ao'.

ao og bo er koeffiscienterne til henholdsvis 2- og 1-gradsledet i andengradspolynomiet dvs ao
er 1, og bo er -2.

Summen af de to paramterveardier er altsd -(-2)/1=2. Da den ene parameter -2 ma den anden
veere [, =4.

b)

rt) = (P — 12467 =21 =t—{F — 124,77 —21)

Tangentvektoren er parallel med den afledte af stedfunktionen r'(t).
Retningvektorer for tangenterne ved at indsatte t=-2 og t=4 1 1'(t)
og vinklen findes ved at bruge vinkelkommandoen fra gym-pakken:

-36 180
-6 6

b

vinkel [

172.4468301 (14.16.2.1)

(14.16.2.2)




36
(14.16.2.3)

3712
261—2
vinkel(r'(-2), 7' (4)) = =99.46232224

(14.16.2.4)

_ Den spidse vinkel mellem tangenterne i dobbeltpunktet er dermed 180 — 99.46 = 80.54

V1117
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Pa et bestemt gymnasium slges to slags sodavand 4 og B. Pa gymnasiet gennemfores
jeevnligt sporgerunder blandt de elever, der drikker sodavand, om de valger 4 eller B. Det
antages, at 10 % af eleverne skifter fra 4 til B, og 22 % skifter fra B til 4 fra spergerunde
til sporgerunde.

Antallet af elever, der drikker henholdsvis sodavand 4 og sodavand B 1 spergerunde n,
betegnes henholdsvis a, og b, .

a) Gor rede for, at udviklingen i fordelingen mellem antal elever, der drikker sodavand 4
og sodavand B, kan beskrives ved

Gy | (0,9 0,22) (aq,
b.,) lol 078) 5 )
0,9 0,22

0.78

egenvektoren fortzeller om forholdet mellem antallet af elever, der veelger sodavand 4
henholdsvis B.

]

b) Bestem en egenvektor for ( J nar egenveerdien er 1, og forklar, hvad

V¥ Besvarelse
| Skal ikke regnes.

V1118
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En funktion £ af to variable er bestemt ved
[ y)=x"=3xy+y".

a) Bestem 0_f og o

Ox dy
Det oplyses, at grafen for / har netop to stationre punkter.

b) Bestem arten af hvert af de to stationeere punkter.

V Besvarelse

Jeg definerer funktionen: f(x,y) = ¥ =3 Xy —|—y3 = (x,p) S =3 VX —|—y3

a)
og lader Maple beregne de partielle afledede:

K diff(f(3,9),3) =36~ 3y S, f(x )
yodiff (f(x,p),y) 3y —=3x ——— f(x,y)

b)

I stationeere punkter er begge de partielle plot3d(f(x,y))
afledede 0, sa jeg loser:

solve([ fx(x,y) =0, fr(x,y) =0]) =
{x=1,y=1}, {x=0,y=0}

Man kan bestemme arten ved at lave et plot

og kigge pa det:

Jeg kan se at der ligger en saddel 1 (0,0) og
samt at det andet 1 (1,1) er et minimum.

Man kan ogsé ga all-in og bestcmtme de de dobbeltafledede:
. assign to a name

e diff (f(x,y),x,x) =6x W r(x,y)

st diff (f(x,y),x,y) = =3 ——— > s(x,y)

assign to a name

tdiff (f(x,),5,y) =6y ——— > t(x, )

Deres verdier i (0,0) er (r,s,t) = (0,-3,0). Da rt < s (0,0) er der saddelpunkt.
ogi(1,1)er (r,s,t)=(6,-3,6). Da r-t > s i (1,1) er der minimum.

V1119
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En funktion £ er givet ved (‘%)
1

Jx)=—.
X

Et kvadrat med siden 5 er indlagt i et
koordinatsystem (se figur). Kvadratet
deles 1 to punktmeengder af grafen for f.
Den skraverede punktmaengde kaldes M
(se figur).

a) Bestem rumfanget af det
omdrejningslegeme, der fremkommer, > (1)
nar M drejes 360 ° om forsteaksen. 5

V Besvarelse

Det er bare at batte ind i formlen for omdrejningslegeme. Der er dog en lille felde, for den
forste del til venstre er jo ikke et omride afgraenset af grafen for f, s det mé vi behandle for
sig selv.

x-koordinaten hvor f har vardien 5 er 1/5. Omrédet til venstre for 1/5 er afgraensningen opad
er et vandret linjestykke, s ved omdrejning fés en liggende (flad) cylinder med hejde 1/5 og

radius 5.
Rumfanget af cylinderen er givet ved formlen: - h =1-5% % =5n
5
. 1\? 247
Rumfanget svarende til grafen under f beregnes ved formlen: - ( " ) dx = 5
1
5
24 49 digi
Det samlede rumfang bliver dermed: 5 7 + Sr Tt M) 30.788

5 5

¥V #15.mw

2 af opgaverne er 1 det 'ekstra emne' der varierer fra ar til ar, og som I selv skal s&tte jer ind 1 via et
'forberedelsesmateriale' bl.a. via 6 timers vejledning.

Disse opgaver er taget med for at I kan se dem, men I skal ikke lave dem, da vi ikke har brugt tid pa
at saette os ind 1 det vejledende forberedelsesamteriale.

Disse opgaver er markeret med 'skal ikke regnes'.

1. del uden hjelpemilder. Ma skrives i Maple, men skal regnes manuelt.

Y 1201
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a) Bestem integralet

2
f (8x" + 6x7)dx .
1

¥V Besvarelse
2

2
J 8 +6x°de=[2x"+2x°] =22 +2:2° = (2:1* +2:1°) =44
1

¥ 1202

V¥ Opgaveformulering

Pa figuren ses grafen for en funktion /, der har en invers funktion f "

(2)

T » (1)
/ 1

a) Bestem f'(3).

V Besvarelse

Ved den inverse funktion har x og y 'byttet plads'. Dvs jeg skal aflaese baglens finde 3 pa y-
aksen, gé vandret hen til grafen og gé lodret ned pé x-aksen og aflaese vardien der.

L L) =2.

Y 1203
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En funktion fer givet ved
f(x) — 4'ex2+2x73 .
a) Bestem f(1).

b) Bestem monotoniforholdene for f.

V Besvarelse
a)

249,
Jeg indsatter 1 forsriften: /(1) =423 0o

€

b)
Vi behogver (nasten) ikke at regne!

Den ydre funktion er en ekspontialfunktion der er voksende (overalt). Dermed er det den indre
der afger monotoniforholdende for f(x).

Den indre er et andengradspolynomium, dvs grafen er en parabel med grenene opad (da
koefficienten til 2.gradsleddet a=1 er positiv.) Dermed ved, at f(x) er aftagende frem til x-
koordinaten til toppunktet og derefter voksende.

x-koordinaten til toppunktet er: - b2 _ l.
2a 2-1

| Dvs f(x) er aftagende 1 intervallet |- «;-1] og voksende 1 intervallet [ -1;0].

¥ 1204

V¥ Opgaveformulering

En funktion f er bestemt ved
f(x)=2-¢"—x" —2x.
a) Undersog, om f er en losning til differentialligningen

y=x"+y-2.

V¥ Besvarelse

Det underseges ved at indsatte forskriften for f, i ligningen og se om det stemmer.

Vi skal i den forbindelse ogsd kende y'=f'(x) =2-¢ —2 x — 2.

Vi indsatter nu idet vi husker at y blot star for f(x) dvs pa y's plads indszttes: 2¢" — ¥ —2x




\‘ \‘ 2.8 —2x—2=xF 42— —2x—2 o 0=x".
Den sidste ligning er IKKE sand for alle x, s f er ikke en losning til differentailligningen.

Y 1205
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Nedenstaende figur viser graferne for teethedsfunktionerne horende til tre normalfordelte
stokastiske variable.

B

e
. . (1)

40 50 60

a) Gor rede for, hvilken af graferne A, B eller C der herer til taethedstunktionen for den
normalfordelte stokastiske variabel, der har middelvaerdi 52 og spredning 3.

V Besvarelse

B, har sit lokale ekstrema liggende ved ca 57, sa den har ikke middelvaerdi 52, og dermed er B
udelukket.

At spredningen er 3 betyder at der i intervallet fra 52-3=49 til 52+3=55 skal ligge 68,27% af
sandsynlighedsmassen. Dvs ca 3/3 af arelet under kurven skal ligge i det interval.

Man kunne tegne lodrette linjer ind pé bilaget 1 x=49 og x=55 for at tydeliggere det, men det
ses umidelbart at stort set hele arealet under A (méske 99%) ligger i det interval. S& A er ogsa
udelukket.

| Altsa er det C der er svaret.

¥ 1206
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En matrix M er givet ved

4 3
M = .
a) Bestem M.

Et ligningssystem er givet ved

b) Bestem lasningen til ligningssystemet.

V¥ Besvarelse
| skal ikke regnes

¥ 1207

V¥ Opgaveformulering

I et koordinatsystem bevager et punkt P sig saledes, at stedvektoren til P til tidspunktet 7
er givet ved

a) Bestem hastighedsvektoren til tidspunktet 7 = 0.
Linjen / er bestemt ved ligningen
[: x—y=2.

b) Bestem de to tidspunkter, hvor hastighedsvektoren er parallel med /.

V Besvarelse
a)

Hastighedsvektoren findes ved at differentiere koordinatfunktioneme:;)(t) =(3 7 — 1,t—1)




Det kan aflaeses at 71) =(1,-1) = n= er en normalvektor for 1.

Hastighedsvektoren er parallel med 1, nar den er ortogonal (vinkelret) pa 1's normalvektor,
dvs nér de to vektores prikprodukt er 0 sa jeg loser:

3741
r—1

1

| —0e1-(32-1)—1-(t—1)=0=3~F—t=0<1t(3t—1)=0.

Nulreglen giver os at den bageste liging har lesningerne 0 og 1/3, sa svaret bliver:
| L Hastighedsvektoren er parallel men linjen I til tispunkterne t=0 og t=1/3.

¥V 1208
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Foto: www.colourbox.com

I en model kan antallet af skarvkolonier 1 Danmark 1 perioden 1982-2008 beskrives ved en
funktion S af tiden 7 (malt 1 ar efter 1982). Den hastighed, hvormed antallet af skarv-
kolonier vokser til tidspunktet 7, er proportional med produktet af antallet af
skarvkolonier til tidspunktet 7 og forskellen mellem 67 og antallet af skarvkolonier til
tidspunktet 7.

Det oplyses, at proportionalitetskonstanten er £ = 0,0029.

a) Opskriv en differentialligning, som § ma optylde.

V Besvarelse

At noget y, er proportionalt med noget andet x, betyder at det ene er lig en konstant k, gange
det andet, dvs y =k-x.

Her er det @ndringshastigheden af S(t) der er proportional med et produkt, dvs vi ma have



ligning pa formen S'(¢) =k-a-b,
hvor a og b er de to faktorer i produktet.

V1 kan lese 1 teksten at den ene faktor a er 'antallet af skarvkolonier til tiden t' dvs a er blot S

().
Vi kan ogsé lese at den anden faktor b er 'forskellen mellem 67 og antallet af skarvkolonier til
tiden t' dvs b er 66-S(t).

Da verdien af k ogsé er angivet, bliver differentialligenen:
S'(2) =0.0029-S(1)- (67 —S(1)) < y'=0.0029 y(67 —y).

¥ 1209

V¥ Opgaveformulering
(2)

Pa figuren ses graferne for tre funktioner. Det oplyses, at
en af graferne er graf for funktionen £, og en anden er graf A4 c
for en stamfunktion F til f.

a) Gor rede for, hvilken af graterne 4, B og C der er
graf for f, og hvilken der er graf for F.

v

(1

V Besvarelse

Vi ved at der hvor F har lokale ekstrema har f har nulpunkter. (da f=F").
Det ses at bade B og C har nulpunkter der hvor A har ekstrema s A svarer til F.

Derudover kan vi se at F l&engst mod venstre er aftagende, dvs f ma vaere negativ der.
Det er C ikke, men B er sa B svarer til f.

| (Vi kunne have brugt samme type argument pa andre dele af graferne, fx leengst til hojre.)

V1210
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\ 4

\ 4

En stokastisk variabel X er binomialfordelt, X ~ b(4,3).

a) Vis,at P(X =2)= %

Besvarelse

Det er blot at pleje ind 1 sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen. (#252 i
formelsamlingen):

P=n = (") (1 =p)" .

Af opgaven fremgar at n=4, p=1/3 og r=2.
Det indsettes, idet vi ogsa bruger formlen (#250) for binomialkoefficienter :

)=

41 1\? 1\472 4321 (1
PX=2)=—" | =] .[1 == =—=-< | =
( ) 21-(4 —2)! (3) ( 3) 2:-1-2-1 (3

V1211
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B

Figuren viser en model af en 5 meter lang stige, der stilles op ad en lodret mur. I modellen
er jorden vandret, murens bund benevnes A, og stigens reringspunkt med jord og mur
benavnes henholdsvis B og C. Det punkt pa stigen, der er tattest pa bunden af muren,
benavnes D, og afstanden fra B til D benavnes x.

Det oplyses, at der er to mulige placeringer af stigen, sa |AD| =2.

a) Bestem vardien af x for hver af disse to placeringer af stigen.



2. del

V Besvarelse

Der er 3 retvinklede trekanter pa figuren, ABC, ADB og ACD, vi kan derfro opskrive
pythagoras for dem alle:

IAB* +14C*=5" , 224+x*=|4B* og 2°+ (5—x)’=|4C"
Indsetter vi venstresiderne fra de to bageste ligningern 1 den forste fis:

2+ +22 4+ (5-x)72=5 P +84+5+x —10x=52 =2 —10x+8=0 <
—5x+4=0

Den sidste ligning kan lgses med lgsningsformlen, men vi kan ogsa bruge gettereglen:
Produktet af radderne er c=4 og deres sum er -b=-(-5)=5, sa det gattes let at 1 og 4 er radder.
De to mulige verdier af x er altsd 1 og 4.

med hjelpemidler

with(Gym) :
with(RealDomain) :

\ 4

Y

V1212
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Foto: www.colourbox.com

En fabrik udleder en fosforforbindelse 1 sit spildevand. I en periode underseges tabrikkens
spildevand, og det viser sig, at den dagligt udledte mangde at fosfor-forbindelsen er
normalfordelt med middelverdien 0,53 kg og spredningen 0,20 kg.

a) En given dag males en udledning af 1 kg af fosforforbindelsen. Afger, om denne
meangde er et exceptionelt udfald.

b) Bestem sandsynligheden for, at der pa en tilfeldig dag 1 perioden udledes mindre end
0,70 kg af fosforforbindelsen.

Besvarelse



\ 4

Y

a)

Et exceptionelt udfald er ifelge formelsamlingen (s 41) et udfald der ligger mere end 3
standardafvigelser fra middel. Middelvardien 0.53, plus 3 gange spredningen 0,2 giver
0.53 +3-0.2 =1.13. 1 kg ligger under denne verdi sé det er ikke et exceptionelt udfald.
b)

Der sporges om P(X<0,7) og det kan besvares med et opslag 1 fordelingsfunktionen for

normalfordelingen: ¢ ( S j (Formel #265)
c

Den er indbygget i maple og kan beregnes med kommandoen: normaledf (1, ©, x) eller
)

Dvs sandsynligheden for at der pa en tilfeeldig dag i perioden udledes mindre (eller lig) 0,7 kg
af fosforforbindelsen er:

normalcdf ( X ) .

_ normalcdf (0.53,0.2,0.7) = 0.8023

V1213
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En funktion fer bestemt ved
s 2
f(x)=25x"—=, x>0.
X
a) Bestem en forskrift for den stamtunktion til £, hvis graf gar gennem punktet 7(1.,8).

Besvarelse

Det er ikke vanskeligt selv at integrere denne funktion. Men bruger man Maple ser det sddan
ud:

st-x“— % dc=-2In(x) +5%°

Vi ved at ovenstaende plus en vilkérlig konstant k, ogsé er en stamfunktion. Maple valger
abenbart kun at vise os den der svarer til at k=0.

Da grafen gir gennem (1,8) skal F(1) altd vare 8. Indsatter vi det og loser ligningen fés:
solve

20In(1) +5-1°+ k=8 =2, (k=3)

Den efterspurgte stamfunktion har dermed forskriften : F'(x) =-2 In(x) + 5 © 43,

1214

T Opgaveformulering



I en model opdeles en dyrepopulation 1 de unge dyr og de gamle dyr, hvor x, betegner

antallet af unge dyr, og y betegner antallet af gamle dyr 1 ar n. Matricen M givet ved

1
M= [0 s ] beskriver udviklingen 1 populationen fraar »n til ar n+1.

Dyrepopulationen starter med at besta af ingen unge dyr og 10 gamle dyr.
a) Bestem antallet af unge og gamle dyr 1 populationen efter 6 ar.

b) Bestem egenverdierne for M. og forklar betydningen af egenveerdierne for fordelingen
af unge og gamle dyr 1 populationen.

V¥ Besvarelse
| skal ikke regnes
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V¥ Opgaveformulering
[ et koordinatsystem bevager et punkt P sig saledes, at til tidspunktet 7 er stedvektoren 7

til P givet ved
tZ
F(t):( J —2<t<2.

£ —1
Punktet P passerer punktet (J(1,0) til tidspunkterne 7, og z,.
a) Bestem 7, og1,.

Mellem de to tidspunkter 7, og t, afsnerer banekurven 1 1. og 4. kvadrant en punktmangde

M, der har et areal 7. Det oplyses, at

T:gf” FI)-7 (1) d .

i

b) Bestem arealet 7" af punktmeangden M.

V¥ Besvarelse

a) R

Kravet om at 7 (¢) = (1, 0). betyder at koordinatfunktionen for x skal give 1.
Samtlige losninger til den forste ligning £=1er-1 og 1. Sé svareter 1, =-10g1,=1.

Det bemarkes at koordinatfunktionen for y samtidig skal give 0.



Det ses at stemme da (—1)5— (-1)=0o0g 1°—1=0.
Men egentlig behover vi ikke at teste det, for opgaveteksten forteller jo at der er 2 lgsninger.
Hvis ikke y-koordinaten stemte ville der vere fejl i opgaveformuleringen.

b)

Vi prasenteres her for en formel til bestemmelse af areal afsneret af en kurve.
Den indgér ikke i pensum, og den star heller ikke i formelsamlingen.

Men pyt den sta jo netop her, sa det er bare at satte ind.

Vi definerer forst: ?(t) = (tz, £ — 1) = t—><t2, £ — 0

Maple kan beregne integralet 1 et hug idet vi bruger "' for prikprodukt og gym-pakkens 'hat'-

kommando:
2
diai
Arealet af M er: %J 7(0).hat(7 (1)) dt=% 25 dE, 8,381
1
. > 5 . > 2 .
Prikproduktet 7'+ r er lig determinanten af » og ', sa det kan ogsé skrives:
2
1 > _ 596
2J det( r(t), r'(t))dt =T

1
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V¥ Opgaveformulering

En funktion f af to variable er bestemt ved
f(x,»)=0,1-x>-0,8-x+0,1- °.

a) Tegn graten for f.

I en model har lampeskarmen til en bestemt standerlampe form

som en del af grafen for /. I modellen er lampen monteret pa en
stang 1 punktet P(0,0,0). Stangens endeflade 1 monterings-

punktet P er en del af tangentplanen ¢ til grafen for /1 P.

b) Bestem en ligning for «.

Den cirkulzre ydre kant af lampen kan 1 modellen beskrives
som niveaukurven, der er givet ved f(x,y)=0,9.

¢) Bestem radius 1 denne cirkel.

Foto: www.archiexpo.com




V¥ Besvarelse

a)

Jeg definerer: f(x,y) == 0.1-x* —0.8 x4+ 0.1 7= (x,1) 0.1 x4+ (-1)-0.8 x + 0.1 )"
og lader Maple beregne de partielle afledede:

assign to a name

X: dﬁ(f(an),x) :0-2x_.0-8t—’ﬁc(st’)
v diff (f(x,y),y) 02y —222T, fi(x, y)

Derudover definerer jeg: xo0:=0: yo:=0: zo := f(xo0,y0) :
Nu kan jeg opskrive den generelle liging for tangetplanen, og Maple reducerer den sé selv:

Ligning fora: z=zo + fx(xo, yo) - (x —xo0) + fy(xo,y0)-(y —yo) =z=-0.8 x

b)
En niveaukurve i hgjden z, bestemmes ved at satte forskriften for f(x,y)=z:

F(x,)=09=0.1x"—08x40.1,°=0.9

Denne kan manuelt omskrives:
0.1 —08x40.117=09 & ¥ —8x+)'=9 =
(x—4)—16+)"=9 & (x—4)" +,*=5"

_ Nu kan vi alfase at radius i den cirkel niveaukurven udger er 5.

Y 1217

¥ Opgaveformulering

En bestemt beholder, der er fyldt med vaeske, har en aftapningshane 1 bunden. I en model
kan veskehejden 1 beholderen beskrives ved

E
s,
dt

hvor A(t) betegner vaeskehojden (malt 1 cm) til tidspunktet 7 (malt 1 sekunder efter abning
af hanen). Til tidspunktet 7 =0 er vaskehejden 30 cm.

a) Bestem en forskrift for 4.
b) Tegn et haeldningsfelt sammen med grafen for den fundne losning.

¢) Bestem det tidspunkt, hvor beholderen er tom.




V Besvarelse
a)

Jeg bruger Maples kommando til at lese differentialligninger:

28800+ 30 — 1200 ¢
4

Det ville vaere naturligt her at definere en funktion h(t), men der gar kludder i det felgende,

hvis man kalder den h(t), og ogsé hvis man igen evaluerer dsolve ovenfor. Derfor definerer vi

den under et andet navn H(t).

25
_ 2/5
(28800 v 304 1200 ¢) :t—>% (2880030 — 1200 ¢)

)2]5

dsolve([h'(¢) == 15-h(t) ', h(0)=30]) = h(s) = (

H(t) =
c)

Det kan vare noget vanskeligt at vaelge det rigtige omrdde at tegne haldningsfelt og grafi.

Her er det en hj&lp at svare pd spm c forst, og det kan }et klares ved at lose ligningen H(t)=0:
solve

Det tidspunkt hvor beholderen er tom er: H(¢) =0. —— {r=131.4534138}

b)

Nu ved vi, at det relevante omrade er frem til DEplot(h'(t) =-15-h(t) —1.5’ h(t). t=-15
131 hvor beholderne er tom. 131, h=0..40, [1(0)

(Prover vi at g lengere frem fés en fejl. Det B T

viser sig nemlig, at definitionsmangden for = blue)
H(t) kun gar til 131,45.)

=301, linecolor

T L

For at tegne haldningsfelt kreves en s&rlig @

pakke i Maple den loades forst: 3‘5‘ \\\\\\\\\\\\\\\\\\

With(DEl’oolS) . ::::: \\\\\\\\\\\\\
20

Herefter kan kommandoen vist gverst til
hojre tegne bade felt og lesningskurve i et \

plot. INeE

v
}
i

Bemark at argumenterne til plotfunktionen ' 0

er:

1. differentialligningen {

2. navnet pa funktionen

3. omréde for den uathangige variabel

4. omrade for den athaenge variabel

5. betingelse der giver den enskede lgsning

6. grafiske options.

LA v B 3
——rrll) )
——rrll )]

V1——errrrzzy

N
(e}
~
(@)
A |
(@)
[E—
(@)
(e}
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\ 4

En tragt er sammensat af en aben cylinder og en kegle (se figuren). Keglens grundflade og
cylinderen har samme radius », malt i dm. Keglens hejde er det dobbelte af dens radius.
Hele tragten kan rumme 40 dm’.

a) Bestem cylinderens hojde s som funktion af r.
b) Gor rede for, at tragtens ydre overflade O som funktion af » kan beskrives ved

or) = (5 ——) 8:’

¢) Bestem r, saledes at tragtens ydre overfladeareal er mindst mulig, nar 0 <r <4 .

Besvarelse
a)

Tragtens rumfang, der har vaerdien 40, er lig summen af cylinderens og keglens rumfang.
Formlerne for disse kan slés op 1 formelsamlingen side 47 og det giver ligningen:

3
TC‘7'2'S+ in_r2_27240 solve for s o= - 2 (TE}’ 260)
3 3nr
3
2 (60-
Cylinderens hgjde s som funktion af r er altsé: s(r) = (Tzw)
3nr

b)
Formlen for den krumme overflade af en cylinder er 2 7t-7-4 som her er 2 7w-r-s.

Formlen for den krumme overflade af en kegle er 7w 7-s hvor s =+/ P+ h2

I denne opgave er h=2r sé keglens krumme overflade er 7w 7/ e + ( =nry5 57

Tragtens samlede overflade er summen af de to dvs: 2 mw-rs+m r\/? e

Her1 indsattes udtrykket for s som funktion af r og dermed fas den ydre overflade:
2 (60 L I” g I"\/_ \/_ simplify symbolic 3 T 7/'3 \/? —4T7 1’3 + 240

7

3nr 3r

Divideres 3r op i de enkelte led fas: 7t 7 \/_ — ?n P+ 8—:)

2mr

Bade n og 7 optrader 1 begge de to forreste led, sé de kan satte uden for en parentes.

Dermed fés det enskede udtryk for den ydre overflade af keglen: n(\/_ — 431 ) 7+ 8r0 .



c)

For overblikkets skyld plottes O(r) (til
hejre), og vi ser at der er et lokalt minimum
lidt efter x=2.

Jeg lader derfor Maple lgse O'(r)=0: med
metoden:

'numerically solve from point' hvor jeg
angiver 2 som udgangspunkt:

dr 3

2.416109815

Den vardi der giver tragten den mindste
ydre overflade er altsa r=2,42.

L (w5 - ) 2 B0 ) g e,

plot(n' (\/? —
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